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Questoes Notas
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Q5 1.5

Total 10.0

Desligue o celular.

A prova contém cinco questoes. Resolva cada questao em sua respectiva folha.

Nao retire o grampo da prova nem destaque paginas da prova.

e Nao é permitido o uso de calculadoras.

Respostas sem justificativas nao serao consideradas.

Justifique suas respostas!



Questao 1. (2.0 pontos) Considere a curva definida pela equagao z* — y* + Szy = 7.
(a) Calcule y'.
(b) Encontre a equagao da reta tangente a curva no ponto (1, 3).

Solugao: (a) Derivando implicitamente ambos os lados da igualdade dada, em relagao a z,

obtemos
32% — 2yy' + 5y + 5xy =0

e dai, se bx # 2y,
; _3:132 + by

Sr — 2y

(b) Lembremos que a equagao da reta que passa pelo ponto (xg, o) e tem coeficiente angular
m é dada por y — yo = m(z — xy). Como queremos a equacao da reta tangente que passa pelo
ponto (1, 3), seu coeficiente angular deve ser dado por

m=y :_3x2+5y _ 13
(1,3) S5x — 2y 1(1,3) '

Portanto a equacao da reta pedida é

y—3=18(z —1).



Questao 2. (2.0 pontos) Um balao esférico estd sendo enchido a uma taxa de 5 m3/s.
(a) (1.5) Encontre a taxa de crescimento do raio do baldo quando o diametro for igual a 4m.

(b) (0.5) Sabendo que num determinado instante o baldo tem volume de 100 m?, determine
o volume apés 5 segundos.

Solugao: (a) Sejam V = V() e 7 = r(t) o volume e o raio do baldo, medidos em m?® e m,

respectivamente. Sabemos que

4
V = §7T7"3 (1)

e, conforme dado no problema V’(t) = 5. Agora, derivando ambos os lados de (1), em relacdo

a t, obtemos
V'(t) = 4nr®r'(t)
e dai,
4y (t) = 5. (2)

Assim, conforme pedido no problema, queremos determinar 7/(¢) quando r = 2. Logo, substi-

tuindo r = 2 em (2) segue que
(t) = —
- 167

ou seja, o raio do baldo estard crescendo a uma taxa de 5/16mm/s.

(b) Como o baldo estd sendo enchido a uma taxa de 5 m?®/s, decorrido 5 segundos o volume do
balao aumentard em 25 m?. Logo, o volume do balao serd de 125 m?3.



Questao 3. (1.5 ponto) Avalie os limites abaixo e encontre o correspondente valor caso
exista.

li *
@) g

b) lim z°In(x
(b) Jim 2 Inz)
Solugao: (a) Inicialmente observe que o limite dado é uma indeterminagao do tipo 0°. Agora
se y = x”%, temos
lim Iny

lim 2% = lim = lim ™Y = ex—0+
z—0+ z—0+ z—0t

, (3)

onde usamos o fato da funcao exponencial ser continua da ultima igualdade. Assim, vemos que
¢ suficiente calcularmos o limite

lim Iny = lim xlnx.
z—0+t z—0t

Este ultimo limite ¢ uma indeterminacao do tipo 0 - co. Logo, pela regra de L’Hospital,

lim lIny = lim zlnx

z—0t z—07F
. Inx
= lim ——
z—0t =
x
1
= lim —%- (regra de L’Hospital)
rz—0+t — =
x
= lim (—x)
xz—0+

Portanto, voltando em (3) segue

lim 2% = = 1.
z—01

(b) Aqui temos um indeterminagao do tipo 0 - co. Logo, pela regra de L’Hospital,

Inz
lim z°lnz = lim ——
rz—0Tt z—0+ 1
3

1

T

= lim —%- (regra de L’Hospital)

z—0t — =
!



Questao 4. (3.0 pontos) Seja f(z) = xe®.

(a) (1.0) Determine os intervalos de crescimento/descrecimento de f, e os seus pontos de
méximo/minimo.

(b) (0.8) Determine os intervalos onde f é concava para cima/baixo e os seus pontos de
inflexao.

(c) (0.4) Caso existam, encontre as assintotas horizontais e verticais de f.
(d) (0.8) Esboce o grafico de f usando (pelo menos) as informagoes obtidas nos itens (a), (b)
e

(c).

Solugao: (a) Para determinar os intervalos de crescimento de f precisamos estudar o sinal de
f'. Temos
f(z) =€* + xe® = (x + 1)e. (4)

Como ¢” > 0 para qualquer € R, vemos de (4) que f'(z) > 0se z € (—1,00) e f'(z) <0 se
x € (—o0,—1). Logo, pelo Teste Crescente/Decrescente segue que f é crescente no intervalo
(—1, 00) e decrescente no intervalo (—oo, —1).

Também, como f'(x) existe para qualquer x € R seus pontos criticos sdo aqueles em que
a derivada se anula. Assim, de (4) obtemos que z = —1 é o tinico ponto critico de f. Ainda
mais, como o sinal de f’ muda de negativo para positivo em —1, o Teste da Primeira Derivada
implica que —1 é um ponto de minimo local de f. Observe também que f nao possui pontos
de méaximo local.

(b) Para estudar a concavidade de f precisamos estudar o sinal de f”. Mas como

f"(z) =€+ (z+ 1)e” = (z + 2)e”,
e € > 0 para qualquer z € R, obtemos que f”(z) > 0se xz € (=2,00) e f"(z) < 0 se
x € (—o0,—2). Logo, pelo Teste de Concavidade vemos que f é concava para cima no inter-

valo (—2,00) e concava para baixo no intervalo (—oo, —2). Além disso, como hd mudanga de
concavidade somente em x = —2 segue que —2 ¢é o unico ponto de inflexao de f.

(c) Para determinar as assintotas horizontais, primeiro note que

lim ze® = +o0

T—>+00
e, usando a regra de L’Hospital,
lim ze" = lim — = lim — = lim (—e") =0.
T——00 rz——00 ¢~ % T——00 (_e—x) T——00

Assim, y = 0 é a tnica assintota horizontal. Além disso, como f é uma fungdo continua em
todos os pontos do seu dominio, que é o conjunto de todos os nimeros reais, ela nao possui
assintota vertical.



(d) Um esbogo do gréfico de f é dado a seguir.

1.0 -
0.8
0.6
04/

02+




Questao 5. (1.5 ponto) Encontre o ponto sobre a curva y = 2%/? que estd mais préximo do
ponto (4,0).
Solugao: A fungao distancia de qualquer ponto (x,y) ao ponto (4,0) é dada por

d=/(z — 42+ 2.

Como queremos que o ponto esteja sobre a curva dada, devemos ter y?> = 23, de modo que a
funcao distancia se reescreve como

i= V@ T

Como a fungao d é nao-negativa encontrar um ponto de minimo de d é equivalente a encontramos
um ponto de minimo de d*. Assim, sabendo que > 0 (pois (x,y) deve ser ponto da curva
dada), nosso problema equivale a encontrar um minimo da fungao

f(z) = (v —4)* + 2%, x> 0.

Como f(z) = 2(z — 4) + 3x? vemos que os pontos criticos de f (em R) sdo z = —2 e z = 4/3.
Mas como o dominio de f ¢é o intervalo [0,00) o tinico ponto critico de interesse é x = 4/3.
Agora como f"(z) = 2+ 6z temos f”(4/3) = 10 e, portanto, pelo Teste da Segunda Derivada,
4/3 é um ponto de minimo (absoluto) de f, e consequentemente, de d.

Disso concluimos que o ponto da curva que estd mais préximo de (4,0) é o ponto (4/3,8/+/27).

Observagao: Uma outra maneira de justificar que 4/3 é um minimo absoluto de f, é usar
o Teste da Primeira Derivada Para Valores Extremos Absolutos, uma vez que f'(z) < 0 se
x € (0,4/3) e f'(x) > 0se x € (4/3,400).



