IMECC/Unicamp
\\."& \ i MA111 - Célculo I
f.&' r MECC Prova 2
uUNICAMP 28 de maio - 6a feira - manha
RA: Nome:

Questao: | Q1 | Q2 | Q3 | Q4 | Total:
Valor: 2 2 2 4 10

Nota:

Instrugoes para realizacao e entrega de sua prova:

1.

Essa prova tera inicio as 07h30 do dia 28 de maio de 2021. Vocé tera duas horas para
resolve-la e mais 30 minutos para preparar um arquivo com sua resolucao e enviar através

do “Google Sala de Aula”.

. Voceé devera escrever a resolucao das questoes em folhas de papel sulfite branca. Respostas

nao acompanhadas de argumentos que as confirmem nao serao consideradas.

Vocé devera colocar seu nome, RA e sua assinatura em todas as folhas e numerar as
péginas no formato {pagina atual}/{total de paginas}. Uma nova questdo sempre
deve ser iniciada numa péagina nova, isto ¢, nenhuma pagina deve ter partes de mais do
que uma questao.

. A digitalizacao da prova deve estar suficientemente legivel e entregue preferencialmente

como um unico arquivo .pdf com nome no formato NomeCompleto-RA.pdf, por exemplo
GottfriedLeibniz-123456.pdf (sem espagos e/ou acentuacao).

Caso voceé tenha algum problema para submeter sua prova pelo “Google Sala de Aula”,
envie os arquivos escaneados por e-mail para seu professor (dentro do periodo de realizagao
da prova).

IMPORTANTE: Na primeira pagina da sua prova devera constar a seguinte declaracao
(manuscrita) e sua assinatura:

“Declaro que nao estou recebendo ajuda de outras pessoas durante o periodo de realiza¢ao
da prova, nem faco uso de recursos nao permitidos.

Comprometo-me a nao compartilhar qualquer assunto referente a esta prova por 48h apds
sua realizacao.”

As questoes da prova estao na proxima pagina.
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ATENQAO: nas questoes abaixo, estamos indicando por:
e A a soma dos dois primeiros digitos de seu RA,
e B a soma dos trés primeiros digitos do seu RA e
e (' a soma de todos os digitos de seu RA.
Por exemplo,
e se RA=12345,entao A=142=3,B=142+3=6e(C=1+2+34+4+5=15,
e se RA =987654, entao A=94+8=17,B=948+7=24e(C =9+8+74+6+5+4 = 39.
Use os valores numeéricos obtidos a partir de seu RA.
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Q1. Calcule os limites abaixo.

Csinzx

(a) (1 ponto) lim z
x—07t

(b) (1 ponto) lim z*tan (g)

r—r-+00

Solucao:
(a) Quando # — 0T, temos uma indeterminagao do tipo “0°”. Para simplificar a
expressao, seja y = z¢*"?. Entao

ln(y) — ln(szinx)’

ou seja,
In(y) = (Csinz) In(z). (0,2 ponto)

Calculando limite com x — 07 na expressao anterior, temos

lim In(y) = lim (C'sinx) In(z).

z—07t z—0t

O limite do lado direito resulta em 0-0o, outra indeterminacao. Podemos reescrever
o limite anterior como

In(z) In(z)

lim In(y) = lim =(C lim ———(0,2 ponto

z—0t (y) z—0t 1 z—0t 1 ( p )

Csinzx sinx

e agora temos uma indeterminagao do tipo “co/oc0” do lado direito. Como as
fungoes sao continuas para x > 0, podemos usar o Teorema de L’Hospital para
calcular esse limite. (0,2 ponto)

)l ~cos(z) 1

sin(z) sinz

- , ficamos com
sin

Como (In(z)) = 1/z e (

lim In(y) = —C lim M.

z—0t z—0t T
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Novamente temos uma indeterminacao do tipo “0/0”. Como ainda estamos nas
hipdteses para usar o Teorema de L’Hospital, obtemos

lim In(y) = —C L SRR oy sin(e) £ see(z) tan()

z—0t z—0+ T z—0t 1

= 0.(0,2 pont

Como
lim 1 =0,
g, )
segue que
| i =0
i (:pi%gr y) ’
e com 1Sso

lim y =¢e" =1,
z—0t

que é a resposta que procuravamos. (0,2 ponto)

(b) Quando z — oo temos uma indeterminacao do tipo “0 - 00”, que pode se tornar
uma indeterminacao do tipo “oo/00” se fizermos a simplificagao

B
lim 22 tan (E) = lim tan (xs)

2-rto00 3 om W-((LE) ponto)

Como as funcoes estao nas hipoteses do Teorema de L’ Hospital, podemos escrever

B
lim 22 tan (E) = lim M

T—+00 333 T—r—+00 1/];‘2

3B sec?(B/z?)

4
: X

2 3

— m 3Bsec*(B/x?)
r—+00 2x

= 0,(0,5 ponto)

pois B/x3 — 0 quando = — oo e sec(0) = 1.
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Q2. (2 pontos) Determine os pontos sobre a pardbola y = 2% + 1 que estao mais préximos
e distantes do ponto P = (0,3) para z € [—2,2]. Qual é a menor distancia? E a maior
distancia? Faca um desenho representando todos os pontos envolvidos.

Solugao: Queremos encontrar os minimo/maximo da funcao distancia entre os ponto
da pardbola y = 22 + 1 e o ponto P = (0, 3).

Sabemos que a distancia entre dois pontos A = (ay,ay) e B = (by,by) é dada por

d(A,B) = /(a1 — by)? + (ag — by)?

Em nosso caso, consideraremos A = (z,y) = (z,2? + 1) um ponto sobre a pardbola
y=1?+1e B =(0,3). Entao, podemos re-escrever a fungao distancia como

dA,B)=+/(z =02+ (y—3)2= a2 + (22 — 2)2 = Vot — 322 + 4 = d()

Nesse ponto, notamos que achar os minimos/méximos da fun¢ao d(x) sdo so mesmos
que encontrar os minimos/méximos da func¢ao f(z) = d*(z). Logo, devemos encontrar
os minimos/maximos da fungao f : [-2,2] — R dada por

f(z) = 2" — 32% + 4 (0,5 ponto)
Como f é uma funcdo continua em [—2,2], pelo Teorema do Valor Extremo (Teo de
Weierstrass), f assume seus valores de méximo e minimos absolutos em [—2, 2].

Derivando e calculando os seus pontos criticos em (—2,2), obtemos que

0=f(z) =42 —6z=2(20>-6) = x=0 ou x= j:\/?g (0,5 ponto)

Agora, f"(z) = 122* — 6. Entao pelo Teste da Derivada Segunda temos que
1. f"(0) = —6 < 0. Logo, = 0 é um maximo local de f e f(0) = 4.

2. f" (j:‘@) = 12'% —6 =12 > 0. Logo, = = i‘/Té sao minimos locais de f e
V6 _
r(#5) =1

Por fim, precisamos averiguar os valores que f assume nos extremos do intervalo [—2, 2]:

f(E2) = (£2)* = 3(£2)* +4=16—-12+4 =38.

Portanto, os minimos absolutos de f sao assumidos em z = j:‘/T6 e os maximos absolutos
de f sdo assumidos em x = £2. (0,5 ponto)

Concluimos entao que os pontos sobre a parabola y = 22 + 1 que estao mais préximos e

distantes do ponto P = (0, 3) (para x € [—2,2]) sdo x = ﬂ:‘/Tg e x = %2 respectivamente.

(0,5 ponto)
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Q3. Considere a curva dada pela equacao

(x—A*P+2(y—B)+x=A.

(a) (0,5 pontos) Mostre que o ponto (A, B) pertence a curva.

Prova 2

(b) (1,5 pontos) Encontre a equagao da reta tangente a curva dada no ponto (A, B).

Solucao:

(0,5 ponto)

(b) Vamos derivar a expressao

(- AP +ary—rB+rx=A

implicitamente com respeito a x:

d d
2(x — A)y® +3(z _A)Zde_ay; +y+x£ — B =0,

ou seja

dy 24y + B — 211 —y — 1
— = . (0,5 ponto)
dr  3A%y% — 6Axy? + 322y> +x

Substituindo em x = A e y = B, temos que

dy
dx

= ——. (0,5 ponto)
r=A,y=B A
Assim, a equacao da reta é

y—B = —%(]J — A). (0,5 ponto)

(a) Basta ver que, substituindo z = A e y = B na equagao, obtemos uma identidade.
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Q4. (4 pontos) Associe cada grafico a sua fungao, escrevendo uma breve justificativa, se-
guindo o exemplo.

Graficos:
Al
3
2
1
—4 2 2 4
-1
-2
-3
A4
10
o
: \y/_\ ; :

Funcoes e suas derivadas:

a2

f'(z) = it
X

2 —1

(22 41)

x?+1

A2

A5
22 +1

%

9@ =~y

q(x) =z + 32 =3z + 1

¢ (z) = =3 + 922 + 42°

Exemplo de resposta/associagao:

h(x) = x + cos(3x)
R (z) =1— 3sin(3z)
m(x) =z

m'(z) = 2x

A funcao m(x) estd associada ao grafico A2. Note que m/(x) = 2z e m”(z) = 2, portanto a
fungao s6 tem um ponto critico em z = 0. Esse ponto critico é minimo local pois m”(0) > 0.
A funcao é decrescente para x < 0 e crescente para x > 0. Além disso, a func¢ao nao tem
assintotas e a concavidade é sempre para cima (pois m”(z) > 0 sempre).

Sua argumentacgao deve estar baseada em pontos criticos, crescimento/decres-
cimento, concavidades e assintotas.

Solucgao:

e A funcdo y = f(x) possui como pontos criticos x = +1, e nao possui nenhuma
assintota (o denominador é sempre diferente de zero). Ela é decrescente para
x € (—o00,—1) U (1,00) e crescente para x € (—1,1). Por tudo isso, o grafico de
y = f(x) sé pode ser A6.
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A fungdo y = g¢(z) tem uma assintota horizontal no y = 1. Além disso, tem
assintotas verticais em z = +1 e um ponto critico em x = 0. A unica possibilidade
é seu grafico ser A3.

A fungao y = h(x) tem infinitos pontos criticos, localizados nos pontos x tais que
sin(3z) = 1/3. Como h"(x) = —9cos(3z), os pontos criticos alternam mdaximo e
minimos locais. O grafico nao tem nenhuma assintota. A tnica possibilidade é o
grafico A5.

A funcdo y = p(x) tem assintotas verticais em x = £1, e ndo tem pontos criticos
no dominio, pois f'(x) < 0 sempre (onde estda definida). Em particular isso
significa que a funcao é sempre decrescente nos intervalos em que esta definida.
Por isso, a tnica possibilidade é o grafico Al.

A func¢do y = ¢(z) é um polinémio, portanto seu dominio é R. A derivada
tem pelo menos um ponto critico, ja que é um polinomio de grau 3. Como
¢"(x) = 18z + 1222 temos que ¢"(z) < 0 para z € (—3/2,0) e ¢"(z) > 0 para
x € (—00,—3/2) U (x,00), 0 que nos explica a concavidade do gréfico. Assim, a
unica possibilidade é o grafico A4.

Ja vimos que m(z) estd associada ao grafico A2.

Recomendagao: (0,8 ponto) por cada associacao/argumentagao correta.
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