IMECC/UNICAMP
\\"b \ i MA211 - Célculo II
"".*' i" MECC Coordenador: Joao Vitor da Silva
unicAnB Prova P1 - Manha
05 de Setembro de 2025 - 62-feira - 08:00hs as 10:00hs
RA: Nome:

Questao: | Q1| | Q2| | Q3| | |Q4| | Total:
Valor: 3 2 25 | 25 10
Nota:

Instrucoes para a realizacao de sua prova:

1.
2.

3.

Usar (somente) caneta Azul/Preta, ou lapisera de cor escura - Nao desgrampear a proval
Desliguem /Guardem os celulares e relégios (Smart Watch);

Nao é permitido sair da sala de aula durante a realizacao da prova,

Nao é permitida a utilizacao de folhas (A4, caderno e etc) extras.

E vedada a utilizagdo de qualquer material/dispositivo de apoio extra.

Esta prova tera inicio as 08:00hs e término as 10:00hs do dia 05 de setembro de 2025.

Voceé deverd escrever a resolucao das questoes de maneira clara e objetiva. Respostas nao
acompanhadas de argumentos que as confirmem nao serao consideradas.

As questoes da prova estao na préoxima folha.

Se necessario, utilize o verso desta pagina como rascunho.



MA211 Prova P1

Q1. Resolva os seguintes itens justificando suas respostas:

(a) (1 ponto) Determine se o limite existe ou nao. Caso exista, calcule-o

lm g
(e0)~(00) 23 +y

(b) (1 ponto) Calcule o limite
: zy
lim ———.
(@y)—00) 2% + y*
(c) (1 ponto) Calcule, se existir,
i 1 —cos(y/22 + y?)
im :

(z,9)—+(0,0) % 4+ y?

Solucao:

(a) Observe que é suficiente considerarmos a trajectoria x = 3® que passa por (0,0) (0,3
Pontos). Assim, tem-se

4

. . Ty ) Y ) 1
| = 1 —2 =] = — =4 0,4 Pontos)..
(x,y)lgéo,m f(z.) (e)2(0.0) T3 + y° y20 y? + y° yrok 2y° oo (0,4 Pontos)
=y x=y3

Logo, concluimos que o limite nao existe (0,3 Pontos).

(b) Dado que 0 < y*, isto implica que 2% < 22 + y*, para qualquer ponto (x,y) # (0,0).
Assim, tem-se que

I2y

_ 2yl @+l
2?2 4yt

0< =
— x2+y4— x2+y4

= |y| (0,4 Pontos)..

Além disso, tem-se que

lim 0= lim |y|=0 (0,2 Pontos).
(2,y)—(0,0) (2,4)—(0,0)

Portanto, pelo Teorema do Confronto segue que

%y

22+t

%y

=0 — lim —2—
(2,y)—(0,0) 2 + y*

=0 (0,4 Pontos). |

im
(z,9)—(0,0)

(c) Tomemos coordenadas polares z = rcos®, y = rsinf com r > 0. Entao 22 + y? = r?

1 —COS(\/$2 —|—y2) _ 1—cosr

x2 + y2 r2

, r >0 (0,3 Pontos)..

Como a expressao do quociente depende apenas de r (isto é, é independente de ), o
limite bidimensional existe se, e somente se, existir o limite unidimensional
. 1—cosr
lim ———.
r—0+ r
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MA211 Prova P1

Verificamos que, quando  — 01, tanto o numerador como o denominador tendem a 0,
de modo que podemos aplicar a Regra de L’Hopital (as fungoes sao diferencidveis para
r#0e (r?) =2r #0parar #0) (0,2 Pontos).. Assim, diferenciando numerador e
denominador obtemos

1 —cosr (1—cosr) sinr sinr

. ) . 1 1
11111—2: lim IV = lim = — lim = —
r—0+ r r—0+ (’I“ ) r—0+ 2r 2r0+ T 2

(0,4 Pontos).,

onde acima usamos o Limite Trigonométrico Fundamental

. sinr
lim
r—0t T

=1 (0,1 Ponto).

Portante,
i 1—cos(y/22+y%) 1
m =-.
(x,y)lﬁ(o,O) x? + 92 2

Pégina 3 de 8



MA211 Prova P1

Q2. (2 pontos) Considere a curva dada por
® + Pz — oo
Y

onde z estd definida implicitamente em funcao de (x,y), i.e., z = f(z,y). Determinar o
plano tangente no ponto (xg, yo, 20) = (2, 1,4).

Solucgao:

Ao denotarmos s
F(z,y,2) = 2* + y*z — == (0,2 Pontos).
)

observamos que

Fo(z,y,2) = 21’—5, Fy(z,y,z2) = 3y22+x—§ e F.(z,y,z) = y?’—z (0,6 Pontos)..
) Y Y

Dado que temos
F.(2,1,4) = —-1+#0 (0,2 Pontos).,

entdao podemos aplicar o Teorema da Funcao Implicita na vizinhanca de (xg, o, 20),
dado que F(x,y, z) = 0 se possa escrever como z = f(z,y). Além disso,

F,(2,1,4)

1
HeD=TEG T e

=0, e fy(2,1) = — =20 (0,4 Pontos)..

Finalmente, a equagao do plano a f no ponto (2,1,4) é dada por

2 — 29 = folxo,y0)(x — z0) + fy(xo,y0)(y — %) <= |2—4=20(y—1)| (0,6 Pontos)..
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Q3. (2,5 pontos) Determine o volume maximo da maior caixa retangular no primeiro oc-
tante com trés faces nos planos coordenados e com um vértice no plano x + 2y + 3z = 6.

Y5 2)
- ¥értice sobre o plano

(6,0,0)

Figura: Caixa retangular no 1° octante com vértice (z,y, z) satisfazendo = + 2y + 3z = 6.

Solucao:

Vamos maximizar a fun¢ao V : [0,6] x [0, 3] x [0,2] — [0,00) dada por V(z,y,z) =z -y -z
em que z,y, z > 0 sob a condi¢ao z = # (0,2 Pontos).

Assim, pelo Teorema de Weierstrass ou Teorema dos valores extremos, a fungao
V atinge seus valores maximos e minimos em seu dominio de definicao, pois V é continua
e seu dominio é compacto. Além disso, o valor minimo de V é zero, se qualquer uma das
varidveis assumir valor zero. Por tal razao, trabalharemos com z,y,z > 0. (0,2 Pontos)

Logo, para (z,y) € [0, 6] x [0, 3] devemos maximizar

6—x—2y) _ bay — 2%y — 2xy?

fley)=z-y- ( 3 3 (0,2 Pontos).

Para encontrar os pontos criticos, devemos encontrar as derivadas parciais f, e f,. Assim,

2y 4
fo(T,y) = 6y — 22y — % fy(z,y) = 62 — 2% — % (0,2 Pontos).

Fazendo f, =0 e f, = 0, obtemos o seguinte sistema de equacoes:

(0,2 Pontos).

4
6r — % — =¥ =

{6y—2my—%=0
3

Da primeira equagao obtemos

y=0 ou y=3—2x (0,2 Pontos).

Como y = 0 nao nos convém, vamos analisar o caso onde y = 3 — z. Substituindo esse
valor na segunda equacao obtemos

=0 ou 3z°—6x=0 (0,2 Pontos).
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Novamente, como x = 0 nao satisfaz as condi¢oes, vamos analisar o caso

322 —6x =0 = =0 ou z=2 (0,2 Pontos).

Novamente, x = 0 nao nos interessa. Assim, sendo , obtemos

y=1 e z= = (0,2 Pontos).

Wl o

Teste das segundas derivadas (Critério de Sylvestre)

As segundas derivadas sao

4 4
fwﬂﬂ(xvy) = _2y7 fyy($7y) = _gx, fxy(x,y) =6— 2z — gy

A matriz Hessiana é diagonal:

—2y 6 — 2z —

6—251)—%3/ —%az

4
Hi(z,y) = ( 3y> (0,2 Pontos)

O discriminante do teste (determinante da Hessiana) é
8 4 \?
D(z,y) = det Hy(z,y) = 30Y ~ (6 — 2z — gy) (0,1 Ponto)

Classificamos o ponto critico:

e Bm (2,1): foo = —2(1) =-2<0, D(2,1) = % > 0 = maximo local (0,2 Pontos).

Portanto, o volume maximo da maior caixa, nas condigoes do exercicio, sera

2 2 4
Viax =V (2, 1, §> =2-1--= 3 Unidades de volume (0,2 Pontos).
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Q4. (2,5 pontos) Utilizando a Férmula de Heron para area de um triangulo

A= A(l’,y, Z) = \/(1 o .’L')(l - y)(l - Z)a

em que x,y e z sao os comprimentos dos lados do triangulo, e, 0 Método dos Multipli-
cadores de Lagrange, mostre que o triangulo com area méaxima, e que tem perimetro
constante

2 = x + y + z = perimetro,

é equilatero.

=)

cvmeeta de Hevor 2350 N7,

Solucgao:

Utilizando a férmula de Heron, a area de um triangulo é

A=I-a)d -y -2),

em que 0 < x,y,2z < 1 sao os comprimentos dos lados do triangulo.

Para simplificar a algebra/calculos, é conveniente maximizar o quadrado da &rea (0,2
Pontos), ou seja,

A? = f(z,y,2) =(1—2)(1 —y)(1 —2) com A?:[0,1] x [0,1] x [0,1] — [0, 00).

De fato, dado que A é nao-negativa tem-se que

Aniax = A(@wax, Yniaxs 2vax) = A(2,7,2) <= A = A (@Max Uniax, 2Max) > A% (2, Y, 2)

Assim, pelo Teorema de Weierstrass ou Teorema dos valores extremos, a funcao
A? atinge seus valores méaximos e minimos em seu dominio de definicao, pois A? é continua
e seu dominio é compacto. Além disso, se qualquer uma das variaves for igual a zero ou
igual a um, entao A? = 0 sera o valor minimo (0,2 Pontos).

A restricao é que o triangulo tem perimetro constante p = 2, ou seja,

g(z,y,2) =z +y+2=2 (0,2 Pontos).

De acordo com o Método dos Multiplicadores de Lagrange, resolvemos

Vf=AVg e g(x,y,z) =2 (0,4 Pontos).
Calculando o gradiente de f, obtemos

Vi(x,y,z)= (—(1 —y)(1—-2), —(1—2)(1—2), —(1 —2z)(1 — y)) (0,2 Pontos),
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e o gradiente de g é

Vyg(z,y,z) =(1,1,1) = AVg= (A, A\ A) (0,2 Pontos).

Portanto, as equagoes do método de Lagrange sao

—(1l-y)(l—2)=—1-2)1—-2)=—1-2)(1-y), e xz+y+2z=2 (0,5 Pontos).

Das igualdades entre as derivadas, temos
—(l—y)(l-—2)=—1—-2)(1—-2) = 1l—-y=1—2 = y==x (0,2 Pontos),
—(l—z)(1—2)=—1-2)1—-y) = 1—2z=1—y = z=1y (0,2 Pontos),
onde usamos que 1—2z # 0 # 1—x, caso contrario o triangulo teria um dos lados colapsados.

Assim, concluimos que

2
gz, y,2)=r+y+2=2 — r—y=z=7|

Portanto, o tridngulo com drea méxima (maxima, pois ja sabemos que a mesma é atingida e
a area minima é zero) e perimetro constante p = 2 é um triangulo equilatero (0,2 Pontos).

Além disso, para titulo de informacao tal area sera:
2 2 2 2\* V3
Avax=A (=, =,= ) = 1—=-] = £ Unidades de area.
3°3°3 9

Para explicagoes sobre a solugao do exercicio, acessem por favor o seguinte link:

https://www.youtube.com/watch?v=bTXTpgTOIPc

Para uma prova alternativa usando desigualdades entre as médias (média aritmética e média
geométrica), veja por favor:

https://www.youtube.com/watch?v=PVLxOwDJQfM

BOA SORTE E SUCESSO A TODA(O)S!
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