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Nota:

Instrucoes para a realizacao de sua prova:

1. Usar (somente) caneta Azul/Preta, ou lapisera de cor escura - Nao desgrampear a prova!
2. Desliguem/Guardem os celulares e relégios (Smart Watch);

3. Nao € permitido sair da sala de aula durante a realizacdo da prova;

4. Nao € permitida a utilizacdo de folhas (A4, caderno e etc) extras.

5. E vedada a utilizacio de qualquer material/dispositivo de apoio extra.

6. Esta prova terd inicio as 19:00hs e término as 21:00hs do dia 05 de setembro de 2025.

7. Vocé deverd escrever a resolu¢do das questdes de maneira clara e objetiva. Respostas nao
acompanhadas de argumentos que as confirmem nao serdao consideradas.

As questdes da prova estao na préxima pagina.

Se necessario, utilize o verso desta pagina como rascunho.



MA211 Prova P1

Q1. (2,5 pontos) Em cada item, justifique claramente o método utilizado e a conclusio obtida (se
este for o caso de existéncia ou ndo do limite).

2.2
(a) (0,5 Ponto) Calcule o seguinte limite (x,y)li—r>r(10,0) xj jyz sin (xziﬂ) .

(b) (1 Ponto) Determine o valor de k € R para que a funcao

sin(y)y’
f(x’y) — { # 8¢ (xay) % (070)
K+1 se (xy)=

seja continua na origem.

. .. . Xy .
¢) (1 Ponto) Averigue se o limite lim ——— existe.
(© ( ) s (x)—(0,0) X2 4 y©

Solucao:
(a) Dado que |sin(-)| < 1, logo

2.2 2.2
D ()| < 2
X2 _I_yZ x2+y2 — X2 _I_yZ

(0,1 Pontos).

Recorde que pela MA-MG, tem-se x%y? < (#)2, de modo que

0< x2y2 _ (xz _|_y2)2/4 _x2—|—y2
Tx24y2 T 24y A (n)=(00)

>0 (0,1 Pontos).

Alternativamente, sabemos que para (x,y) # (0,0)

2 2
—7 <1 ou <1
X2 +y2 — X2 +y2 —
Em qualquer dos casos, tem-se
2.2 2.2 2.2 2.2
X7y . 1 X7y X"ty X7y . 1 2
0< pep s1n<x2+y2>‘ §x2+y2 < ou 0< pEa: sm(x2+y2) <x“ (0,1 Pontos).
)
Como =, x” — 0 quando (x,y) — (0,0), segue pelo Teorema do Confronto que
2.2 2.2
lim iRy sin( - 2) =0 = im x sin( - 2):0(0,2130ntos).
(ry)=(0,0) | x% Hy2 ATy (ry)—>(0,0) X2 y2 AT

(b) Queremos encontrar k € R tal que f seja continua em (0,0). Basta calcular

. 3
Ve i SO

(x)=(0.0) X* 42
e exigir que f(0,0) = x+1=2¢ (0,2 Pontos).

Calculo do limite. Para todo (x,y) # (0,0) temos as estimativas elementares |siny| <1 e

2
y < :
72 = 1. Assim,

sin(y) y?

0<
x2+y?

yl? yly*
=Ry = e < y| (0,2 Pontos).
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Como |y| — 0 quando (x,y) — (0,0), segue pelo Teorema do Confronto que

sin(y) y?

x2 +y2

; 3

lim
: (x.y)—=(0,0) X242

(x.y)—=(0,0)

=0 (0,2 Pontos).

Conclusao sobre k. Para que f seja continua em (0,0) precisamos de

; 3
kri= tim 5200 (0.2 pontos),
()= (00) X2+

logo

kK = —1 (0,2 Pontos).

(¢) Queremos averiguar se

: xy?
i o 236
(xy)—=(0,0) X~ +y
existe. Observe primeiro que a expressdo estd bem definida para todo (x,y) # (0,0), pois
x?+y% =056 em (0,0).
Uma forma direta e elementar de provar que um limite em R? ndo existe é mostrar duas (ou
mais) trajetorias diferentes que tendem a origem e para as quais a funcio tende a valores

distintos. Vamos construir duas sequéncias/trajectérias simples.

Trajetoria 1: Sobre o eixo x = 0 temos, para y # 0,

O-y3
0,y) = =0

Logo, ao aproximar a origem por pontos (0,y) com y — 0,
lim £(0,y) =0.
y—0

Em particular, tomando a sequéncia (x,,y,) = (0,1/n) — (0,0), obtemos

lim f(x,,y,) =0 (0,4 Pontos)..

n—>oo

Trajetéria 2: Considere a curva x = y3. Para y # 0,

¥)y? y® y®

1
(P)2+)6 H6+y0 26 2

Oy =
Portanto, aproximando a origem por pontos (x,y) = (y*,y) com y — 0,

1
lim £(3°,y) = =.
lim f(57.2) =5

Por exemplo, para a sequéncia (x,,y,) = (1/n°,1/n) — (0,0) obtemos

. 1
lim f(xmyn) =

n—yoo 2

. (0,4 Pontos).
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Como os dois limites ao longo de trajetdrias diferentes sao distintos (0 e 1/2), concluimos
que o limite

. xy?

lim %
(x.y)—=(0,0) X~ +y

ndo existe (0,2 Pontos).

Observagado adicional (solugdo alternativa). Mais geralmente, ao tomar a familia de curvas
x= cy3 comc € R (0,3 Pontos)., tem-se paray # 0

6
3oy <Yy _ ¢
f(Cy 7y)_ 62y6+y6 C‘2+17
logo o limite ao longo da curva x = ¢y’ é 71 (0,2 Pontos). Variando ¢ obtém-se, assim,
c
diferentes valores-limite (por exemplo O para ¢ =0, 1/2 para ¢ =1, —1/2 para ¢ = —1)

(0,3 Pontos), o que reforca a conclusao de que o limite na origem ndo existe.

‘Concluséo: O limite ndo existe (0,2 Pontos). ‘
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Q2. Em um circuito elétrico, a corrente elétrica J € dada por

j(RL):{ﬁ se (R,L) # (0,0)
’ 0 se (R,L)=

em que Vj € a voltagem, R € a resisténcia, L e a indutincia e w uma constante positiva. Determine:
(a) (1 ponto) g—g(R,L) e 5 J(R,L) para (R,L) # (0,0).

(b) (1 ponto) 93(0,0) e 92(0,0) (utilize a defini¢do);

(c) (,5 ponto) A funcdo J admite plano tangente em (0,0)? Justifique!

Solucao:
Seja
Vo
= ) 070 )
J(R,L) =< VR +w2L? )71
0, (R,L) = (0,0),
onde Vy e w > 0 sdo constantes.
a7 a7
(a) Cdlculo de — R —(R,L) e 3L —(R,L) para (R,L) # (0,0).
Para (R,L) # (0,0) podemos escrever
~1/2

J(R,L) = Vo(R* +w?L?)

Usando a Regra da Cadeia, obtemos

dJ - VoR
—(R,L)=Vp- (— %) (R2 +W2L2) 32 0R=— 0 (0,5 Pontos),
OR (R? +w2L2)3/2
e
97 1) (p2 1 0 272)3/2 5.2 Vow’L
TRL) = Vo (=) (R +w22) 22w = — (0,5 Pontos).
oL (R2+w2L2)3/2
Em forma vetorial,
V() 2
VI(R,L) = — (R, w°L).
(R2+W2L2)3/2
(b) Cdlculo d. 9 =—(0,0) e aJ(()O) la defi
diculo de ~ 5L pela definigdo.
Pela defini¢do de derivada parcial em (0,0) temos, se o limite existir,
Vo
dJ (ha O) — 3(07 0) : h? +0 B Vo
0,0) =1 = lim ———— =1i 0,2 Pont
8R( )= ] h 150 h = o0 |nh |h| h ( ontos).
Voo W Vo Vi
Para h > 0 obtemos —— il hg — oo quando & — 0. Para h < 0 obtemos W = (—ho)h =

Vo
i — —oo quando & — 0~. Logo o limite ndo existe (diverge com sinais opostos), portanto

~

7
ndo existe 8_R(0’0> (0,3 Pontos).
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Analogamente, para a derivada parcial em L:

Vo
a7 J(0,h)—73(0,0 v/ 2152 Vi
=(0,0) = lim (0.) = (0, ):limM:lim 0 (0,2 Pontos).
dL h—0 h h—0 h h—0 w|h|h

Para h > 0 a quociente é Vp/(wh?) — oo, € para h < 0 tende a —oo. Portanto também

~

JJ
ndo existe E(O,O) (0,3 Pontos).

(¢) A fungdo J admite plano tangente em (0,0)?
Nao. H4 duas razdes simples e complementares:
» Uma condi¢do necessdria para existéncia do plano tangente (ou seja, diferenciabilidade)
em (0,0) é que as derivadas parciais em (0,0) existam (0,2 Pontos). Mostramos que

estas derivadas parciais ndo existem; logo J ndo é diferencidvel em (0,0) e, portanto,
nao admite plano tangente ai (0,3 Pontos).

* (Solugdo alternativa) Além disso, J ndo é sequer continua em (0,0). De fato, tomando
coordenadas polares R = rcos 0, L = rsin6, para (R,L) # (0,0) temos

Vo Vo > Vo

VRZ+W2L?  p\/cos2 O +w?sin? Cr’

I(R,L) =

onde C = maxg v/cos2 6 +w?sin2@ > 0. Assim J(R,L) — +oo quando r — 07. Em
particular limg 7y (0,0) J(R,L) = +e0 # J(0,0) = 0, 0 que mostra a descontinuidade

m (0,0) (0,2 Pontos). Uma funcdo descontinua ndo pode ter plano tangente no
ponto (0,3 Pontos).

Conclusao:

. A VoR 7 Vow?L
para (R,L) # (0,0) as derivadas parciais sdo SR (w22 3= (w22

enquanto em (0,0) as derivadas parciais ndo existem e ndo ha plano tangente.
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Q3. (3 pontos) Encontre e classifique os pontos criticos da fungido definida em todo o plano
f(X,y)=x3—3x+y3—3y, (Xay) GRZ?

classificando cada ponto critico como mdximo local, minimo local ou sela. Justifique todos os
passos (cdlculo das derivadas parciais, pontos criticos, matriz Hessiana e critérios de segunda
derivada).

Solucao:

Considere
flx,y) =x"=3x+y> =3y, (x,y) ER%.

Vamos encontrar todos os pontos criticos e classificalos (mdximo local, minimo local ou sela)
usando o teste das segundas derivadas.

Solucio:

1. Derivadas parciais e equacoes criticas.

As derivadas parciais primeiras sao

_9f .o _Idf Lo
fx(x,y)—x—Sx -3, fy(x,y)—a—y—Sy —3 (0,4 Pontos).

Pontos criticos sio solucdes de fy = 0 e f, = 0 simultaneamente. Assim
3x2-3=0 < x* =1 <= x==1 (0,4 Pontos),

37 =3=0 < y>’=1 < y==+1 (0,4 Pontos).

Logo os pontos criticos s@o as quatro combinagdes

(1,1), (1,—1), (=1,1), (=1,—1) (0,4 Pontos)

2. Hessiana e teste das segundas derivadas (Critério de Sylvestre).

As segundas derivadas sao

fxx(xay) = 6X, fyy(an) = 6}7, fxy(xay) = fyX(xO’) = O

A matriz Hessiana é diagonal:

6x O

(0,2 Pontos).
0 6y

Hy(x,y) = <
No teste das segundas derivadas usamos o discriminante
D(x,y) = detH(x,y) = fufyy — ffy = (6x)(6y) — 0 = 36xy.

Agora avaliamos fy,, fyy, D em cada ponto critico:

* Em (1,1):
S =6, fyy:67 D =36>0.

Como D > 0 e fy, > 0, o ponto é um minimo local (0,3 Pontos).
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* Em (—1,—1):
fox = —6, fyy:_6, D =36>0.

Como D > 0 e fy, <0, o ponto € um mdximo local (0,3 Pontos).

* Em (1,-1):
S =06, fyy:_6, D= -36 <0.

Como D < 0, o ponto € de sela (0,3 Pontos).

* Em (—1,1):
S =—6, fyy:6, D= -36 <0.

Como D < 0, o ponto € de sela (0,3 Pontos).

3. Valores da func¢ao nos pontos criticos (para referéncia).

Calculando f em cada ponto critico:
fLD)=1=3-14+1>-3-1=1-3+1-3=—4,

f(=1,=1)= (=1 =3(=1)+ (=1} =3(-1)=—-143-1+3=4,
f(,=1)=1-3-14+3=0,  f(-1,1)=—1+3+1-3=0.

4. Conclusao.

Portanto os pontos criticos e suas classificagdes sdo (A pontuacdo ja foi descrita acima):

(1,1) minimo local (valor f(1,1) = —4), (—1,—1) méaximo local (valor f(—1,—1) =4),

(1,—1) sela (valor 0), (—1,1) sela (valor 0).

Observagao final: como f é uma soma de termos cubicos (de grau impar), a funcdo nao € limitada
superiormente nem inferiormente (por exemplo, ao deixar x — 4o com y fixo obtemos f — oo,
e para x — —oo obtemos f — —oo). Assim os extremos encontrados s@o locais, ndo globais.
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Q4. (2 pontos) Utilizando o Método dos Multiplicadores de Lagrange encontre o volume maximo
de uma caixa retangular que estd inscrita em uma esfera de raio r > 0 (centrada na origem).

y

F=xx2+y2+22

/ 2x
Z 2z

Figura: Caixa retangular inscrita em uma esfera de raio r > 0 (centrada na origem).

Solucio:

Considere as dimensdes da caixa retangular dadas por: 2x € a largura, 2y € o comprimento e 2z é
a altura altura.

Assim, queremos maximizar a fungdo volume
V(x,,2) = (2x)(2y)(22) = 8xyz

sujeito a restricao
g(x,y,2) = Ay - =0 (0,3 Pontos).

Logo, pelo Método dos Multiplicadores de Lagrange, o ponto de maximo procurado, caso
exista, também satisfaz as equacdes

VV(X,y,Z) = )'Vg(x’-%z)’

ou seja,
8yz = A2x
8xz = A2y
8xy =A2z

x? +y? 47> —r*> =0 (0,4 Pontos)

No sistema acima, caso uma das varidveis seja nula, as demais também o serdo. Assim, dado que
x% +y> 422 = r?, segue que x,y,z,A # 0. Logo,

8 8 8
P _M_ ) = =y*=7 = |x|=y| =]z (0,3 Pontos).
2x 2y 2z
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Consequentemente, temos que

x=y=z, pois x,y,z>0 (0,3 Pontos).

2

Usando a restricio x> 4 y> 4 z> = r2, conclufmos que

3=y P =r = x=y=z= (0,3 Pontos).

&\*

Disso segue que

\ V(r d r) 8(r>3 87 nidades de vol (0,4 Pontos)
fe — —, == | = — = —— unidades ac volume s ontos).
M V3' V3 V3 V3 3V3

Ou seja, o volume médximo ocorre exatamente quando a caixa tem formato cubico.

Solucao alternativa: usando desigualdades entre médias

Sejam x,y,z positivos tais que x> 4 y? +z> = r. Pela desigualdade entre a média aritmética e a
média geométrica, temos:

2 2 2
Ay > /%2222 (0,5 Pontos).

3

Substituindo xZ + y2 + 72 = 12, obtemos

r r6 2 2,2
32 > Y322 = 72 (0,5 Pontos).

Tomando a raiz quadrada, temos

2 3

r

>xyz = V(x,yz)=8xyz< ——=
y (x,,2) = 8xy Wi

3v3

A igualdade ocorre se, e somente se,

(0,5 Pontos).

Xx=y=2z= (0,5 Pontos).

&\*

BOA SORTE E SUCESSO A TODA(O)S!
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