f'.r

a» .
£ 1
uUNISARMP l Ecc

RA:

IMECC/UNICAMP
MA211 - Calculo 11

Coordenador: Joao Vitor da Silva
Prova P1 - Tarde

04 de Setembro de 2025 - 5*-feira - 16:00hs as 18:00hs

Nome:
Questao: | Q1 | Q2 | Q3 | Q4 | Total:
Valor: 3 2 3 2 10
Nota:

Leia com atencao - Instrucoes para a realizacao de sua prova:

1. Usar (somente) caneta Azul/Preta, ou lapisera de cor escura - Nao desgrampear a proval!

2. Desliguem/Guardem os celulares e relégios (Smart Watch);

3. Nao ¢é permitido sair da sala de aula durante a realizacao da prova;

4. Nao é permitida a utilizacao de folhas (A4, caderno e etc) extras.

5. E vedada a utilizagdo de qualquer material/dispositivo de apoio extra.
6. Esta prova terd inicio as 16:00hs e término as 18:00hs do dia 04 de setembro de 2025.

7. Voce devera escrever a resolugao das questoes de maneira clara e objetiva. Respostas nao
acompanhadas de argumentos que as confirmem nao serao consideradas.

As questoes da prova estao na préoxima folha.

Se necessario, utilize o verso desta pagina como rascunho.




MA211 Prova P1

Q1. Considere a funcao de duas varidveis f : R?> — R definida por

(22 4+ ) cos (k) 3 se (2.1) £ (0,0),

K241 se () = (0,0),

flz,y) =

onde k € R é uma constante.
(a) (1 ponto) Determine o valor de k € R tal que f seja continua em (0,0). Justifique.;

(b) (1 ponto) Calcule as derivadas direcionais de f em (0,0) em qualquer dire¢ao
unitaria @ = (a,b) com ||| = a® 4+ b* = 1, isto é, D3 f(0,0), usando a definicéo.

(c) (1 ponto) A funcao f ¢ diferenciavel em (0,0)7 Justifique usando um critério
adequado de diferenciabilidade.

Solugao:
(a). Continuidade em (0,0)

Para que f seja continua em (0,0) é necessario que

lim  f(z,y) = f(0,0) = k* +1 (0,3 Pontos).
(z,9)—(0,0)

Para (z,y) # (0,0): utilizando que |cos(t)| < 1 e o Teorema de Confronto, tem-se
0 < |(x*+y*)cos(1/(2* +y*))| < 2* +y*> = 0 quando (z,y) — (0,0).

Logo, lim (2% + 9?)cos(1/(2* +4*)) = 0 e desta forma
(2,4)—(0,0)

lim f(z,y) =043 =23 (0,3 Pontos).
(2,y)—(0,0)

Portanto, para continuidade:

241=3 = k*=2 — k=4Vv2 (0,4 Pontos).

(b) Derivadas direcionais em (0, 0)

A derivada direcional na direcio unitaria @ = (a,b) é

D £(0,0) = lim f(O—i—ta,O%—tb)—f(0,0)'

t—0 t

Para (z,y) = (ta,tb), temos

f(ta, tb) — £(0,0) = (£*(a® + b)) cos < +3—-3=1t"-1-cos (%2) = t* cos(1/t%),

1
)
jd que a®> +b* =1 (0,3 Pontos).

Entao, pelo Teorema do Confronto, tem-se

f(ta,tb) —
t

0,0 1
/(0,0 =t cos <t ) — 0 quando t — 0 (0,3 Pontos),
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uma vez que

1
0 < |tcos (t—2>| < |t| -0 quando t — 0.

Portanto, para qualquer direcao unitaria U

D+ f(0,0) =0/ (0,4 Pontos).

(c) Diferenciabilidade em (0,0):

A funcao f seria diferenciavel se existisse um plano tangente com a seguinte aproximacao

linear:
f(l',y) - f(07 O) = fx<070)x + fy(0,0)y + 0( \% r? + y2>'

Como todas as derivadas parciais (e todas as derivadas direcionais) sao zero, a aproximacao
linear seria
L(z,y) =0 (0,3 Pontos).

No entanto, considerando

If(Az,Ay)—£(0,00-0] _ |((Az)>+(Ay)?) cos(1/((Az)>+(Ay)?))]
V(Az)2+(Ay)? V (Az)2+(Ay)2

V(Az)?2 + (Ay)? | cos(1/((Az)® + (Ay)?))|

V (Az)? 4+ (Ay)?

essa expressao — 0 quando (Az,Ay) — (0,0) (0.4 Pontos).

IA I

Portanto, o critério de diferenciabilidade é satisfeito, i.e.,

|f(Az, Ay) — f(0,0) = 0]

lim =

(Az,Ay)—(0,0) \/(Ax)2 + (Ay)?

e desta forma temos

f ¢ diferencidvel em (0,0)| (0,3 Pontos).
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Q2. (2 pontos) Determine a equacio do plano que é tangente ao paraboloide z = 2% + 3y?
e paralelo ao plano 4x — 3y — z = 10.

Solucao:

1: Vetor normal do plano dado

O plano dado é:
dr — 3y — z = 10.
Seu vetor normal é:

= (4,-3,—1) (0,2 Pontos).

2: Vetor normal ao paraboloide

O paraboloide é dado por:
z = 2% + 3y~

Definindo a funcao:
F(x,y,2) =22° 4+ 3y* — 2 = 0.

O gradiente de F' é normal a superficie:

VE — <8F oF OF

%7 8_1/’ %) = (4%6% _1)

Assim, o vetor normal & superficie no ponto (g, yo, 20) é:

nis = (4xo, 6y9, —1) (0,3 Pontos).

3: Condicao de paralelismo

Para que o plano tangente seja paralelo ao plano dado, seus vetores normais devem ser
paralelos. Logo:

(4xg, 6y9, —1) = k(4,—3,—1), para algum k # 0 (0,3 Pontos).

4: Determinacao de k e do ponto de tangéncia

Igualando as componentes:

41’0 =4k
6y0 = -3k
—1=—k

Da terceira equacao:

Substituindo nas outras:
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O ponto (xg, Yo, 20) pertence ao paraboloide:

s oy ) 1\? 1 11
20 = 25 + 3yy = 2(1)° + 3 —3 :2+3-Z:2+—:—.

Portanto, o ponto de tangéncia é:

1 11
<1’_§’Z) (0,6 Pontos).

5: Equacao do plano tangente

O vetor normal no ponto é:

ﬁs = (41’0, 6907 _1)
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A equacao do plano tangente é:

A(x —x0) —3(y — yo) — (2 — 20) = 0.

1

—

1.

Substituindo xg = 1, yo = —3, 20 =
1 11
4(x—1)— =|]—(z—— | =0.
(x—1)-3 (y+ 2> (z 1 ) 0
Simplificando:
dor —4—3 5 + H_ 0
x y—g5 -2+ =0

Multiplicando todos os termos por 4 para eliminar denominadores:
16z —16 — 12y — 6 — 42+ 11 =0,

16z — 12y — 42 — 11 = 0.

Dividindo por 4:
11
dr —3y —z2— — = 0.
T3y —z—

A equagao do plano tangente é:

11
dr —3y —z = T (0,6 Pontos).
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Q3. (3 pontos) Encontre e classifique os pontos criticos da funcao
fla,y) = a” +y° — 5x — by
em maximos, minimos locais ou de sela sobre o conjunto

3 3
D:{(x,y)€R2:—§<x<§ e —2<y<2}

Solucgao:

1. Calculo dos pontos criticos

A funcao é
f(z,y) = 2° +y° — 5z — by.

Calculamos o gradiente:

Vf(z,y) = (%, g_]yv) = (E)x4 -5, 5yt — 5) = 5(x4 —1, y* - 1) (0,2 Pontos).

Os pontos criticos satisfazem V f(z,y) = (0,0), isto é
' —1=0, y* —1=0 (0,4 Pontos).
Daf 2* =1 e y* = 1, e, como procuramos pontos reais,

x = =£1, y==1 (0,4 Pontos).

Logo, os pontos criticos (no plano) sao as quatro combinagoes

(1,1), (1,-1), (-1,1), (—1,—-1) (0,4 Pontos)

Verificamos que todos esses pontos pertencem ao dominio solicitado
D={(z,y) eR?: -2 <az<? —2<y<2}

pois 1 estao estritamente dentro dos intervalos dados. Portanto sao pontos criticos inte-
riores de D (0,1 Pontos).

2. Teste das segundas derivadas (Critério de Sylvestre)

As segundas derivadas sao
fzx(wa y) = 20%‘3, fyy(za y) = 20y37 f:):y(xay) = 0.
A matriz Hessiana é diagonal:

2023 0

Hy(z,y) = ( 0 20,

) (0,4 Pontos)

O discriminante do teste (determinante da Hessiana) é

D(z,y) = det Hy(z,y) = (202°)(20y*) = 400 2°y* (0,3 Pontos)

Classificamos cada ponto:
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e Em (1,1): f,, =20 >0, D =400 > 0= H; positiva definida = minimo local.
f,)=141-5-5=-8.

e Em (—1,—1): fur = 20(—1)*> = =20 < 0, D = 400 > 0 = H; negativa definida =
maximo local.

f(=1,-1)=-1-14+5+5=8.
e Em (1,-1): 2%y® = (1)*(—1)> = =1 = D = —400 < 0 = H; indefinida = sela.
fl,-1)=1-1-5+5=0.
e Em (—1,1): similarmente D = —400 < 0 ¢ temos sela.
f(-L,1)=—-1+14+5-5=0.
Portanto a classificacao final é:

(1,1) : ponto de minimo local, f(1,1) = —8 (0,2 Pontos),
(—1,—1) : ponto de méximo local, f(—1,—1) =8 (0,2 Pontos),
(1,-1), (—=1,1) : ponto de sela, f =0 (0,4 Pontos).

3. Grafico 3D de f com os pontos criticos marcados

A figura abaixo apresenta a superficie z = f(z,y) num retangulo que contém D (fechado
para efeito de plot), e marca explicitamente os quatro pontos criticos com cores e rétulos.

Gréfico de f(z,y) = 2° + y> — 5 — by

20
{10
=
H‘\
H\\/ | 0
I
N
—10
—20

1.5-2

Figura: Superficie z = f(z,y) = 2°+y®—5x—>5y e pontos criticos marcados: azul = minimo
local em (1, 1), vermelho = méximo local em (—1,—1), teal = selas em (1,—1) e (—1,1).

Observagao final: como os pontos criticos encontrados estao todos no interior de D, as
conclusdes acima sobre minimos/méaximos locais e pontos de sela sao validas para D.
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Q4. (2 pontos) Utilizando Multiplicadores de Lagrange encontre os pontos da elipse 2%+
2y + y? = 3 mais préximos e mais distantes da origem.

Solucao:

A distancia entre um ponto (z,y) e a origem (0,0) é

d=+/(x—0)2+ (y—0)2=+/22+y2 (0,2 Pontos)
Mas a algebra fica mais simples se maximizarmos e minimizarmos o quadrado da distancia:
d* = f(x,y) = 2* +y’.

De fato, dado que a fungao d é nao-negativa tem-se que

dMé,X - d(xMéxa yMéX) Z d(l’, y) < dl2\/1éx = d2(xMéX7 yMéx) Z dQ(xa y)

Assim, pelo Teorema de Weierstrass ou Teorema dos valores extremos, a funcao d?
atinge seus valores maximos e minimos em seu dominio de definicao, pois d? é continua e
seu dominio é compacto.

A restricao é que os pontos pertencem a uma elipse, ou seja,

glz,y) = 2* + 2y +y* =3 (0,2 Pontos)

De acordo com os multiplicadores de Lagrange, resolvemos

Vf=AVg e g=3.
Entao,

Vi(zx,y) = (2z,2y), AVg(x,y) = A2z +y,x + 2y) = (2xX + y\, 2\ + 2y\).
Logo, obtemos o sistema

20 =2z + yA
2y = zA + 2y
r? 4+ zy +y? =3 (0,5 Pontos)

Se A = 0, terfamos x = 0 e y = 0, mas esses valores nao satisfazem a equagao da restricao.

Logo A # 0.

Multiplicando ambos os lados da primeira equagao por y e da segunda equagao por z,

obtemos:

2ry =2zy+vy> e 2y = 2xy+ 2>

Logo,

y2:x2 — y=2x ou y=-—=x.

Caso 1: y = z Substituindo na restri¢ao:

2

PHrorx+12=3 —= 3?’=3 = 2*=1 = = +1.
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Portanto, os pontos sdo (1,1) e (—1,—1) (0,2 Pontos)
Caso 2: y = —x Substituindo na restricao:

P tao(—r)+ ()=t -2+t =22=3 — r==4V3
Portanto, os pontos sao (v/3, —v/3) e (—v/3,v/3) (0,2 Pontos).

Valores da funcao f nos pontos:

FLD) = f(—1,-1) = 12412 =2, f(V3,-V3) = f(—V3,V3) = (V3)*+(—V3)* =6 (0,3 Pontos)

Conclusao: Os pontos (1,1) e (=1, —1) sd@o os pontos mais préximos da origem, en-
quanto (v/3,—v3) e (—v/3,v/3) sdo os pontos mais distantes da origem (0,0) (0,4
Pontos)

21 (—Vv3 l

1 L :

> 0f i
—1} = |

/
2| —V/3) |
I L R
T

Figura: Elipse 22 + 2y + y? = 3 e seus pontos mais préximos e distantes da origem.

BOA SORTE E SUCESSO A TODA(O)S!
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