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MA211 - Calculo 11

Coordenador: Joao Vitor da Silva
Prova P2 - Manha

10 de outubro de 2025 - 62-feira - 08:00hs as 10:00hs

Nome:
Questao: | Q1| | Q2| | Q3| | |Q4| | Total:
Valor: 2,5 2,5 2,5 2,5 10
Nota:

Leia com atencao - Instrucoes para a realizacao de sua prova:

1. Usar (somente) caneta Azul/Preta, ou lapisera de cor escura - Nao desgrampear a proval!

2. Desliguem/Guardem os celulares e relégios (Smart Watch);

3. Nao ¢é permitido sair da sala de aula durante a realizacao da prova;

4. Nao é permitida a utilizagao de folhas (A4, caderno etc.) extras.

5. E vedada a utilizagdo de qualquer material/dispositivo de apoio extra.
6. Esta prova terd inicio as 08:00h e término as 10:00h do dia 10 de outubro de 2025.

7. Voce devera escrever a resolugao das questoes de maneira clara e objetiva. Respostas nao
acompanhadas de argumentos que as confirmem nao serao consideradas.

As questoes da prova estao na préoxima folha.

Se necessario, utilize o verso desta pagina como rascunho.




MA211

Prova P2

Q1. (2,5 pontos) Utilizando integrais duplas, encontre a area da regiao exterior ao circulo
22 4+ y* = 4 e interior ao circulo (z — 2)? + y? = 4.

Dica: Use coordenadas polares

Solugao: Primeiramente, temos as duas figuras geométricas podem ser descritas em coor-
denada polares como ( (0.4) pontos)

para o circulo |22 +y> =4 e

r = 4cos(f)

para o circulo |(z —2)? +y* =4 |V

r=4 cos(0)

(a) Regido entre as curvas polares

Desta forma, a regiao desejada é descrita em coordenadas polares como:

R:{(T79)1 2<r<dcos(f) e —gﬁ@gg}.\/ (0.4) pontos.

onde usamos acima que na intersegdo dos circulos, tem-se (em coordenadas polares) (0.4)

pontos.

2=r=4cos(f) = cos(¥) = - =

N —

Assim, temos que

S~

Area(R) =

ol

el

1 (3
_5/

1dA

h=+_
3

ou seja | P = (2,—E> e

3

(0.2) pontos.
d 4 cos(6)
/ / rdrdf (0.4) pontos.
-z .J2

(16 cos*(6)) — 4) dov

wl

Além disso, sabendo que ( (0.3) pontos. )

r
3

cos*() = 3 (1 + cos(26)) e /;’ cos(20) df =

Desta forma, podemos concluir que

Area(C) = %/ 16

w3

ol

Portanto,

-5<L+mqw)—@de—2/f

™

jus
3

w3

1d0 + 4/ cos(20) df.v/

. 4
Area(C) = 37 +2v/3  unidades de drea.v’

(0.4) pontos.
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Prova P2

Q2. (2,5 pontos) Usando o Teorema de Fubuni (i.e. trocar a ordem de integragao) calcule
a seguinte integral iterada (Dica: Esboce primeiro a regido de integragao e reescreva-a de

2 1
J= / / ye* dxdy.
0 /3

Solugao: Primeiramente, a regiao R (dominio de integracao original) é dada por

modo adequado):

R:{(x,y)eRQ; 0<y<2 e

% <z< 1} (Regido do Tipo I1).v/

Equivalentemente, a fronteira esquerda é x = £

Yy
2

(0.4) pontos.

(ou y = 2z), a fronteira direita é x = 1, e

as fronteiras horizontais sao y = 0 e y = 2. Observando que y = 2z intercepta y = 2 em

x =1, logo a regiao é o triangulo com vértices (0,0),(1,0) e (1,2)

figura abaixo).v’

N2

(0,0)

+——1

Para trocar a ordem de integragao, note que para z fixo temos

0<y<2z

(poisy <2ey < 2z;para 0 <z <1 vale 2z <2).v

Y
(1,2)
y =2z
+—1
(0,0) (1,0)
Logo, temos que
R:{(x,y)e]Rz; 0<z<1 e O§y§2x} (Regiao do Tipo I)v’

Assim, aplicando o Teorema de Fubini, a integral com ordem trocada fica

2 1 12
J :/ / ye* dxdy :/ / ye dydx.v
0o J¥ 0o Jo

(0.4) pontos.

(0.4) pontos.

(Vide

(0.4) pontos.
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MA211 Prova P2

Calculando a integral interna em y, temos:

2z 2 27 Yy=2z 2 N
2
/ ye”g3 dy = e” / ydy = e”’ v =" (22) =|22%" ./
0 0 2. 2 —
y_

Portanto,

1
J :/ 222¢” dz.v'| (0.2) pontos.
0

Finalmente, fazendo a substitui¢ao u = 2®, du = 32*dz (logo 22 dz = zdu), cujos novos
limites de integragao sao u = 0 (dado que z = 0) euw = 1 (dadoque x = 1)  (0.3) pontos.

. Assim,
1 1
:2/ x26$3d9§:2/ e“-%zg[e“}zzé:

0 0

(e—l)./

GV )

Conclusao:

(e—1).v'| (0.4) pontos.

[GVIN )

2 1 )
32/ / yet drdy =
0 Jy/2
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Prova P2

Q3. (2,5 pontos) Denotamos com B C R* a bola de centro (0,0,0) e raio 4, isto ¢

B:{(x,y,z)ERS: \/x2+y2+z2§4}.

(A) Para quais valores do parametro o € R a seguinte integral

iy

fornece um nimero finito como resultado (i.e., que a funcéo f(x,y, z) = (\ /x4y + z2>

seja integravel em B)?

(B) Obtenha o valor exato desta integral (o resultado obtido dependera do parametro «).

Solugao: Devido a natureza de B, consideraremos as coordenadas esféricas:

x = pcos(f) sin(o), y = psin(0) sin(¢) e z = pcos(o),

v' (0.3) pontos.

com p € [0,400), 8 € [0,27) e ¢ € [0, 7). Nesta forma, a bola B pode ser reescrita como

B={(p,0,0) €[0,400) x [0,27) x [0,7) : p€[0,4], § € [0,27)

e ¢€[0,m)}.v'| (0.4) pontos

Assim, mudando para as coordenadas esféricas e usando o Teorema de Fubini, temos que

///B <m>adv = /0% UOW [/04 p°p? sin(cb)dp} dgb} dd (0.4) pontos.

([ ) ([ ) ([ o)

Agora, observe que

/27r 1d0 = [0)5=2" = 2xv"  (0.2) pontos. e /7r sin(¢)dp = [— cos(gb)]iig =2.v" (0.2) pontos.
0 0

Finalmente, a anélise se reduz a entender quando a seguinte integral é finita:

se , v (0.2) pontos.

se .\/ (0.2) pontos.
se ./ (0.2) pontos.

.

4a+3
a+3 1pr=4
) [ P ] se a4 —3, a+3
0
W(p)fZ  sea=-3,
\

Portanto, concluimos que:

(A) Se , a integral é finita. Além disso, se , a integral divergev’;

(B) O valor exato da integral é

/ / /B (Vo +2) v = (2 2) <4a+3”

a+3

)_

4a+47T

a+3

(0.4) pontos.
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Q4. (2,5 pontos) Calcule a integral / / onde R é a regiao limitada pelas retas
R

r—y
T +y

‘w—y:(), r—y=1 x+y=1 e zv+y=3|

utilizando a seguinte mudanca de variaveis: u =z +yev=1x —y.

Solugao: Ao considerarmos a mudanca de variaveis

=Tl e [Eemal,

obtemos que

u—v
z=" ;— v (0.2) pontos. e Yy =

v'| (0.2) pontos.

Assim, temos uma transformagao T : S — R dada por (u,v) — T(u,v) = (z,y) =

utv u—v LR : 4
( 5 ), cujo jacobiano ¢ dado por

A(x,y) i o ;o2
Jr(u,v)| = det < ’ ) =det [ 5* 2V | =det =|—
(u,v) % i -1

Desta forma, |Jp(u,v)] = 5 e dA = £ dudv. Observe ainda que

v~ (0.4) pontos.

N |—=

T':R—=S dadapor T 'z,9) = (u,v) = (z+y,z—y)V

¢ a transformacao inversa.

Além disso, as retas que definem R correspondem (utilizando T~!), em termos de u, v, a
v=0 & z—y=0v (0.2) pontos.
v=1 & z—y=1v (0.2) pontos.
u=1 & z+y=1v (0.2) pontos.
u=3 < xz+y=3v (0.2) pontos.

Logo, a regiao R transforma-se em um retangulo S no plano (u,v) dado por

S:{(u,v)ERQ: 1 <u<3, e ngugl}.\/ (0.2) pontos.

Neste contexto, o integrando converte-se em

_r-y v U+v uU—v
fow =12t =t (M)

Portanto, pelo Teorema da Mudanca de Variaveis, temos que

_ 1 1 3 1
// ’ ydA://f (—dudv> :—/ / Ydvdu.v| (0.3) pontos.
RT+UY gu \ 2 2/ Jo u

Para concluirmos, podemos utilizar o Teorema de Fubini para fun¢oes de varidveis se-
paraveis:

1% [t 1/ [ ! 1 rvye=t w=3 1
5/1 /0 Edv du. = 5 (/0 vdv) (/1 adu) =3 [5] o [In(u)] —, = Zln(3>"/ (0.4) pontos.

Pégina 6 de 7




MA211 Prova P2

Conclusao:

A representacao grafica das regides S e R é dada por
Plano (z,y) (R)Y

Plano (u,v) (S), (5:3)
1,1) (3,1) (20
L — -
(1,0) (3,1(3,)_T/l (&) "o

g
Transformacao T e sua inversa T~! sao

T: (u,v) — (z,y) = (U;U, U;U)

T (2,9) = (u,v) = (2 +y, —1).

Observagoes resumidas:

e A regidao S no plano (u,v) é o retangulo
[1,3] % [0,1].

e A imagem T(S) = R no plano
(x,y) é o paralelogramo com vértices

(3:2) (3:3)s 2:1), (1,0).

e O jacobiano da transformacao ¢

e (aten)| =+

BOA SORTE E SUCESSO A TODA(O)S!
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