MS 512 - Analise Numérica

METODO DE BROYDEN
D

SUBESPACOS DE KRYLOV



1. Método de Broyden

Muitos métodos iterativos para encontrar solugoes aproximadas de sistemas nao-
lineares,

F(z) =0, F:R"— R", (1)
tém a forma

(2)

P =gk Rtk =0,1,2...

onde H* é uma matriz n x n e t* ¢ um escalar. Por exemplo, se H* = (F'(z*))"! e

th =1, entdo (2) define exatamente o método de Newton (verifique!).

Desta maneira, a matriz H* pode ser “construida” para cumprir certas condicdes
nao ad hoc - i.e., matematicamente naturais - tais que algumas propriedades de H*
sejam compativeis ou consistentes com aquelas da matriz [F’(x*)]. Tais métodos,
chamados quase-Newton, sao referidos como variantes do método de newton. Aqui
iremos estudar um método particular, e representativo, da classe quase-Newton, a

saber, o método de Broyden.

Com efeito, o método de Broyden pode reduzir por uma ordem O(n) de grandeza
sobre o namero de operagoes envolvidas para a solu¢ao de (1), quando comparado
com o método de newton, i.e, de O(n?) para O(n) sobre o ntimero de avaliagoes
das funcoes nao lineares e de O(n?) para O(n?) sobre as operagoes envolvidas na
resolucao do sistema linear em cada iteracao do método de newton.

Para a construgao do método de Broyden temos como hipoteses:
1. F ¢é continuamente diferenciavel em algum conjunto aberto D C R".
2. Para um dado z € D e dado s # 0, temos 27 =z +s € D.

Para efeito de notacao na discussao que segue, e sem perda de generalidade,

vamos associar:

r com " e v com oML

E vamos procurar por uma boa aproximagao para a matriz jacobiana (F”'(x*)). Com

efeito, uma vez que F’ é continua em x*, dado € > 0 existe um ¢ > 0 tal que:
HF(x) —F(t) = Fl(a™)(z - x*)H <e Hx — x+|| .

Desde que ||z — 2T|| < §. Dai segue de imediato p modelo linear local, tal que

Fx)= F(xt) + F'(a)(x — 2™),



com essa aproximacao “melhorando” na medida que ||z — 27 || decresce.

Por essa razao, se tomarmos BT como uma aproximacao conveniente para a

matriz jacobiana F'(z7), é entdo natural exigir que B satisfaca identicamente
F(x)=F(z") + B (z —a7),

ou seja
Bfs=y=F(") - F(z), s=ax"—u. (3)

A equagao (3), chamada de equagao secante, ou de equagdo quase-Newton, é

crucial para o desenvolvimento de métodos da classe quase-newton.

Observagao: Se n = 1 (caso escalar) entdo a equagao (3) determina completa-

mente (e de forma tnica) B, e dai somos conduzidos ao método da secante.

flzk+1) — f(xk) _ g+

fllak+1) = =—p5—3 - (4)

Para n>1, a equagao quase-newton (3) significa uma aproximagao da variac¢ao
em F'(x) na diregdo S = 27 —x. Agora suponha que nés temos uma aproximagao B
para F'(z), i.e, B ~ F'(x). Broyden (c.g. Broyden, A class of methods for solving
nonlinear simultaneous equations, mathematics of computation, vol 19(92), 1965, pp
577-593) supoOs que a aproximagao BT ~ F’'(x) produz o mesmo efeito da matriz

B, em qualquer dire¢ao ortogonal ao vetor s.

Com base nesse argumento, podemos entao supor que
BYz= DBz, se Z's=0, (5)

Acontece que as equagoes (3) e (5) determinam unicamente a matriz BT, a partir

de B. Com efeito, considere a matriz

(y - BS) St,
sts

A pu—
Com y = B*s dado por (3).

Seja v € R", entao construa v = z + as para algum escalar a € R, porque

R" = SpCLTL{S7 21,22, " 7Zn—1}7 (*)



onde z1, 29, -+ , 2,1, a0 ortogonais com relacao ao vetor s e também vale que,

z = Zcizi. ()

Note que (x) — (x*) s@o consequéncias naturais das hipoteses de Broyden (1965).

Entao,
— Bs)sT - B T T
Av = A(z + as) = —(y STSS)S (z+as) = y S)STSZ +as 8).
Note que pela hipétese de Broyden sz = 0.
— B T T - B T
= y s 2t as’s) = aly s)s s = a(B*s — Bs) = aB%s — aBs.
sTs sT's

Lembre-se que BTz = Bz e entao Btz — Bz = 0. Isso nao implica que BT = B!

Temos que,
aB's —aBs = Btas+ BYz — Bz — Bas = B"(z + as) — B(z + as).

Faca z + as = v, portanto, BY(z 4+ as) — B(z + as) = (BT — B)uw.
Uma vez que Av = (BT — B)v para todo v € R" segue de imediato que A =
BT — B.

Desta maneira,
(y — Bs)s”

BT=B
+ sTs

(6)

A equagao (6) fornece o que é conhecido como o procedimento de atualizagao
de Broyden para a aproximacao da matriz Jacobiana F'(x) associada ao modelo
linear local.

Uma maneira alternativa de verificar a construcao da matriz BT a partir de
B é como segue,

1
B+ = B—f—UTST.
S S

Sendo v um vetor arbritrario, nao nulo, i.e., B™ é simplesmente uma perturbagao

de B por uma matriz de posto unitario

Teorema 1. Rank-One matrices (Matriz de posto unitdrio) Seja x,y € R",

ou C" comx #0 ey #0, entao qualquer matriz da forma



T1Yir T1Y2 T1Y3
TaY1 T2Ya2 T2Y3

T3Y1 T3Ya2 T3Y3

W:myT:

Tem posto unitdrio, ou seja, suas colunas geram um espago de dimensao 1. Re-

ciprocamente, qualquer matriz de posto unitdrio W pode ser representada na forma
T

xy'.
Matrizes com posto unitario aparecem com frequéncia em aplicagoes numéricas
e é importante conhecer como lidar com tais matrizes (ver e.g., G. W. Stewart,

Afternotes on Numerical Analysis)

Teorema 2. Seja A € M,,, com n > 2. Uma matriz de posto unitdrio. Entao
1. Existem vetores x,y € C*; 2,y # 0 tais que A = zy’’;
2. A tem no mdzimo um autovalor nao nulo com multiplicidade algébrica 1;
3. O autovalor do item anterio é y'x;

4. x € o autovetor a direita e y € o autovetor a esquerda correspondente ao au-

tovalor do item 2

Retomando B* é uma perturbacao de B pela matriz unitéaria

UST

sTs’

Tal que BTs = Bs + v, mas Btw = Bw para todo w com s’

w = 0, que é a
hipotese de Broyden. Claramente, nos poderemos ver entao que, para Bts = y, nos
queremos ter que v =y — Bs

Uma outra maneira de verificar (6) consiste em uma "boa"escolha para B™
(sujeita a condi¢ao que BT satisfaz a equagao (3)), i.e., que BT dado por (6) é a
matriz mais proxima de B na norma euclidiana a partir de todas as matrizes que

satisfazem (3). Isso é posto no seguinte resultado

Proposicao 1. Dada uma matriz B € R™™ ey € R" e algum vetor nao nulo
s € R, e defina Bt por (6). Entdo B* ¢ a nica solu¢do para o problema min{||B—

Bllg|Bs =y}, onde Al = 3 |ay[*

,j=1



Demonstracao. Para mostrar que B* ¢ a solucao, note que se y = Bs, entao

Iss” || &
sTs

o 1 A
|BT — Bllg = (B - B) =|B=Ble. (7)

— 55Tz <||B* - B
55" llp < 1B* — Blls

E dai segue da equagao (6), ou seja, a defini¢ao da atualizacao de Broyden (exis-
téncia). Para mostrar que BT é a tnica solugao faremos uso do seguinte argumento:
Suponha que By e B, sao duas solugoes e By # Bs, i.e.,

IB, — Bl < |B - Bl e Bis =,

E

1B2 — Blle < 1B — Blle  Bas —y,

Para todo B que satisfaz Bs = y. Seja agora B* = AB; + (1 — X\)By, onde \ é
qualquer nimero tal que 0 < A < 1. Entao

B*s =y.
E

1B*=Bllp = [A(Bi=B)+(1=A\)(Ba=B)| s < A|(Bi=B)| g+ (1=A)(Ba=B)| s < | B—B||-
(8)
Com efeito, a prova de que a primeira desigualdade estrita depende do seguinte
fato (B; — B) # A\(Bs — B), para qualquer \, segue do seguinte argumento:
Em geral, se A e B sdo matrizes ndo nulas n xn (n > j), A # aB para qualquer

escalar a,, com 0 < A < 1, entao vale que (verifique os detalhes):

AA+ (1 =N)Blz < AlAllz + (1 = A)|Ble-

Segue agora que,
|B* = Bllg < |[B - B|&.

Que é uma contradicao quando B = B*. Desta maneira BT é tnica.

Resumo do Algoritmo de Broyden

Nos passamos agora a discutir como as equagoes (3) e (6) podem ser utilizadas
em um método iterativo para a resolugdo numérica do sistema linear F(z) = 0.

Assim, o método de Broyden é dado pela equacao sequencial das formulas

g* ) = 2™ _ BAR(®) k=0,1,2,--- (9)



y® = Fz'k + 1)) — F(2®W) 5" = g¢+D) _ 50 (10)

k) _ g, k)47
U e (1)
sk)* g(k)

Biy1 = By +

Fica claro que, dado z(® e By(Seja F'(z(?)) ou uma "boa"aproximacio para
F'(z9)), o método de Broyden pode ser executado com (verifique!) n avaliagao de
fungoes escalares por tempo de iteracao, ou seja, o método de Broyden requer so-
mente a avaliacio de F(z**1)) (sem a necessidade de calculos de derivadas parciais!)
em cada nivel de iteragao. Entretanto, parece que ainda ¢é necesséario a resolucao de

um sistema linear a saber,

Bis® = —F(z®)

Por cada iteracao. Com efeito, podemos superar tal dificuldade pelo uso do
resultado de Sherman e Morrison (1949 & 1950), que sera descrito a seguir mas

vamos precisar primeiro do seguinte lema

Lema 1. Seja v,w € R" dados. Entao
det(I +vw” = I +w"v). (12)

Demonstragao. Tome P = I + vw?. Se v = 0, o resultado é imediato. Entao
suponha que v # 0. Tome z um autovetor de P, i.e., (I + vw?)z = Az para algum
A. Entdo segue de imediato: (1 — \)z = —(w’2), i.e., z ou é ortogonal ao vetor w,
ou z é um multiplo do vetor v. (Desta maneira note que exitem (n — 1) autovetores
que s@o ortogonais ao vetor w.)

Se w'z = 0, entdo A\ = 1, enquanto que se z ¢ paralelo ao vetor v, temos que
A = 1 + wPv; desta maneira os autovalores de P sao todos 1, exceto pelo tinico

autovalor que tem valor 1 +w”v. Desta maneira. A equacao (12) segue imediato de
det(P) = H N =1+wv.
i=1

]

Lema 2. A Férmula de Sherman-Morrison. Sejam u,v € R™ e suponha que a

matirz A n x n € ndao singular. Entao A+ uwv? € nao singular se e somente se:

o=1+v"A" u #0.



Mais que isso, se o # 0 entdo

(A+uwh) =471~ %AIUUTAI. (13)

Demonstragdo. Uma vez que det(A + uvl A™1) = det(A).det(I + A~ uvT) e do fato
que A é nao singular (hipétese), A + uv’ é ndo singular se e somente se det(l +
A7 uw®) #£ 0. Pelo Lema 1, det(I + A7 'uv?) = 1 + 0T A~y = 0. Com efeito, para

verificar (13), precisamos somente mostrar que:

I=(A+wh)A! - lA_luvTA_l).
o

Por hipotese, temos que:

c=1+v"A"1

De forma que v7 A~1u é um escalar. Segue imediato que

=1 — l[(1 + 0T A—1w)uv” A7 4w A7 + u(vT A—1u)pT AT
o

1
=1 — —[~uw" A —vT A u(uo AN +unt AT 4 u(v A )T AT
o

1
=1 - ~pr A u(uw™ A Fu@T A ) AT =1
o

Ou seja,

(A+uwT)(A = LAt Aty = 1.
ag

Agora, considere os procedimentos de nimeros (9) - (10), alinhados & luz do
seguinte lema pag 145, “James M. Ortega, Numerical Analysis: A Second Course,
Classics in Applied Mathematics, STAM, 1987”. Tem na Bibimecc.

O

Lema 3. Ostrowski: Suponha que G : D C R* — R"™ tem um ponto fixo x* no
interior de D e que G tem uma derwada de Fréchet G em x*. FEntao, se o raio

espectral de G'(x*) satisfaz
((G'(x") =a<1.

Entao seque que x* € um ponto de atracao (fizo) da funcao de iteragao



definicao Um mapeamento F' : D C R® — R" e Fréchet-diferenciavel, ou F-
diferenciavel, em um ponto interior x de D se existe um mapeamento linear A :

R™ — R"™ tal que para qualquer h € R",

lszHF(fﬁ + h) — F(x) — Ah|| =0,
=0 |h|]
onde |||| ¢ uma normal vetorial em R™ (a derivada de Fréchet é a derivada defi-
nida sobre espagos de Banach(=espago vetorial normado completo), ver, e.g, Walter
Rudin, Functional Analysis, McGraw, 1973).
OBS: A é uma matriz n X n que depende do ponto z, i.e, A = A(z).
definicao Um mapeamento linear A para o qual vale (i) é chamado “Derivada de
Fréchet” de F em x, e é denotado por F'(x).

Agora suponha que

F(z) = (fi(@), fo(2), -, ful2))"

onde fi(x) tem primeiras derivadas parcias continuas em D. Seja (F'(z);;) = aij,
onde a;;-ésimo elemento de A. Uma vez que convergéncia em normas implica em con-
vergéncia pontual de cada componente, (i) com h = t¢;, onde ¢; = (0, ...,0,1,0,...,0)"

e 0 j-ésimo vetor unitario, resulta

1 :
Q%E]fz(x +tl;) — fi(x) —ta;j(x)] =0, paral <i<n

entretanto,
1 df;
Q%E(fl(m +tl;) — fi(x)) = %f) (avaliada em x)
por esta razao (ii) implica que (F'(z);;) = a;;(x) = %x(f), 1<i<n, 1<j<n.
Desta maneira
dfi(z) dfilz) .. dfi(=)
dxq dxo dxn,
dfe(z) dfe(®) . dfe(z)
F,(I) — dxq dxo dzy,
dfn(z)  dfn(z) . dfn(z)
dz, dzo dzy,

Definicao: A matriz de derivadas parciais acima é chamada de matriz jacobiana
para a funcao F(z), x = (21, 22, ...,2,)T € D C R®

Com efeito, temos



Que tem a forma

*) — B, sk
Biy1 = By +uv”, onde u = % ool = s®T
sk g(k)

Desta maneira, pelo Lema 2 (Formula de Sherman-Morrison) fica:

1
Bl =Bi+w") =B - ;B,;luvTB,;l

onde o =1+ 07 B, 'u.

Desta maneira,

_ T _

-1 -1 W[B’KIW — 5] BKl
(Bk+1> =By — T
L+ stk

B}_{ly(k) —s(k) ]
st T g(k)

Por esta razao,

— T H—
[S(k) — BKly(k)]S(k) BKl
s Bty k)

(Bk_+11) = Bk_+11 +
Tomando H;, = B;(1 e Hy = B,;il, temos

[s®) — HKy(k)]Sw)T Hy
s® T Hpey®)

Hy 1 = Hp + (14)

Portanto, o método de Broyden pode ser implementado da seguinte maneira
c* D) — ) _ g F®), k=0,1,2,3, ... (15)
y*) = F(x(k+1)) — F(:E(k)), sk — (k1) _ (R) (16)

[s* — Hyy*s®" Hy,
S(k)THky(k)

Hk+1 :Hk+ (17)

Aqui, (9 é uma aproximacao inicial e Hy = (F'((?))~! ou uma boa aproxima-

cdo para (F'(x(®))~1,

Importante: O algoritmo de Broyden dado por (15)-(17) requer somente n avali-

acoes de funcoes escalares , i.e, F(z®), e O(n?) operagdes aritméticas por iteracdo,

9



i.e, as multiplicagoes matriz-vetor envolvendo Hy.

Observagao: Um problema com o método de broyden é que By pode ser singular
para algum k. Em tais casos temos que s(k)THky(k) = 0em (17). Ver o denominador.
Assim, o método de Broyden é entao implementado de forma dependente como posto
em (6), ou seja, na forma:

y — Bs)sT

Bt = B+t (18)

sTs
Onde 6 é escolhido para evitar /previnir que BT em (18) fique singular. Note que
6 = 1 em (18) recupera (6). Assim, para previnir uma matriz singular B*, é melhor

entender o significado na equagao (18), escrevemos:

TB—l
det(BT) = det(B) x {(1 —0)+ 9%] (19)
uma vez que
“1, _ T
StS

Agora, 0 é escolhido de tal forma que seja o quanto mais préoximo de 1 quanto
possivel (ver(19)) e sujeito a |det(B™)| > o |det(B)| para algum o € (0,1).

Para finalizar temos ainda o seguinte resultado da convergéncia para o método
de Broyden (ver prova em J.E. Dennis, on the convergence of Broyden’s method

for nonlinear systems of equations, mathematics of computation, vol25(115), pp.

559-567, 1971.)

Teorema 3. Seja F' continuamente diferencidvel em wm conjunto convexo aberto
D C R™ Seja entao um x* € D tal que F(z*) = 0, e F'(x*) tal que seja nao

singular. Além disso, suponha que exista uma constante ¢ tal que:

1F'(z) = F'(a")]| < élle — 27|

para x € D.

Entao, o método de Broyden € localmente e superlinearmente convergente para

Observagao 1: O teorema anterior estabeleca que:



ou entao

[

— <
e =
onde ap — 0 quando k£ — oo. Com efeito, sob as mesmas hipdteses, o método

de newton e quadraticamente convergente, i.e,

Hx(k—i-l)

—|| _
[« —z? ="

ou

o)
<

— s S C
le®]?

para k suficientemente grande.

Observacao 2: Embora 2 — z* superlinearmente para o método de Broyden,
nao é necessariamente verdadeiro que By — F'(z*) quando k — infty. De fato, o
método de Broyden (por construgao) também nao é auto-coprretivo face as aproxi-
macoes, i.e, By pode conter um actimulo de informagoes com erros de aproximagao
em B;, j < k, sendo k o nivel de iteragao onde se observa a convergéncia superlinear
(ver, por exemplo C.T. Kelley (1995)).

2. Subespacos de Krylov

Vimos que sob certas hipoteses, métodos de Newton para a aproximagao,/reso-

lugao numérica de sistemas nao lineares,
F(z)=0, F:R"—R"
podem ser escritos na forma geral,
p(k‘) _ —H(k)F(x(k))7

gD = ) 4 ke —=0,1,2, ...,

onde H®) & uma matriz n x n e t*!) é um escalar. Com efeito, para identificar o

Método de Newton classico basta tomar,

H® = (F/(z0) e t® =1,

11



Vimos também que um critério de parada robusto para avaliar a qualidade das

aproximagoes pode ser dado por, (ver C. T. Kelley)
[F (@)l < 7| F (o) || + 7o,

x € a aproximacao atual, xy a aproximagcao inicial, 7,. é o erro relativo e 7, o erro

absoluto, onde,

T, = |l —2*||, lelase 7, =||zr_1 — x| e,

[l — 7]
=]

lzr—1 — 2]l

, leia-se T, =
[ |

T, =

onde z* é a solugao exata (tipicamente nao disponivel).

Com efeito, métodos de Newton sao nomeados basicamente a partir da estratégia
que é empregada para a resolucao do sistema linear em cada passo do Método de
Newton, tal como no Método de Broyden. Cumpre reiterar que o Método de Broy-
den, apesar de ser interessante pela reducgao significativa do ntimero de operagoes,
tal método ndo é autocorretivo ( = possibilidade de actimulo de erros numéricos)

face as aproximacoes subjacentes. Em outras palavras, quando o sistema,

é "fortemente” acoplado e nao linear, pode ser muito adequado usar uma variante do
Método de Newton que seja autocorretivo e que também seja preciso resolver o sis-
tema linear associado de modo a melhor preservar o acoplamento e nao linearidades
do sistema original F(x) = 0. Um método representativo da classe é o Método de

Newton-Krylov, que veremos a seguir. De fato, dados 2(¥ e F'(z(¥), k =0,1,2, ....

Execute a sequéncia,
1. F'(z®)s®) = —F(a®) k) = gk+1) _ pk),
2. kD) — (k) 4 (k)
3. Teste qualidade das aproximacoes calculadas.

Assim, o Método de Newton-Krylov é dado pelo fato de que iremos utilizar
subespagcos de Krylov para a resolu¢cao numeérica do sistema linear das equagoes de

Newton em cada iteracao, a saber,

F’(J}(k)) sk — —F(J}(k))
—_—— N ———

A z b

12



OBS: Os métodos "de descida mais ingreme-ou maxima descida- e o gradientes
conjugados sao das classes "métodos de projecao"e "métodos de Krylov", respecti-

vamente.

Subespacos de Krylov

Se a matriz A (Az = b) dos coeficientes (a;;) é grande, esparsa e definida-
positiva, o método de escolha é normalmente o Método dos Gradientes Conjugados
(tipicamente em conjunto com uma estratégia de pré-condicionamento). No entanto,
em aplicacoes, € muitas vezes comum o caso onde a matriz dos coeficientes é simétrica
mas nao definida-positiva ou pode mesmo nao ser simétrica.

H4 outros métodos iterativos mais sofisticados para estes problemas, a maioria
dos quais sao baseados no conceito de um subespago de Krylov. Um método baseado
no subespaco de Krylob nao "acessa'"os elementos da matriz diretamente, mas sim
realiza sistematicamente a operacao multiplicacao matriz-vetor para obter vetores
que sao projecoes em um subespaco de Krylov de dimensao "mais baixa"onde um
problema correspondente (e aproximado) é resolvido.

A solugao obtida é, entdo, convertida para uma solugdo (= aproximada) do
problema original Az = b. Tais métodos podem de fato dar um bom resultado

depois de um numero relativamente pequeno de iteragoes.

Definicao 1. Suponha A € R™*", u € R" e k é um inteiro. A sequéncia de Krylov

€ o conjunto de vetores
u, Au, A%u, ..., Ay,

e o subespaco de Krylov IC,,(A,u) gerado por A e u, e
span{u, Au, A%u, ..., A" tu}.

Tal espaco e de dimensao k se os vetores sao linearmente independentes.

O Método dos Gradientes Conjugados e também um método na classe de métodos
de subespaco de Krylov. Embora o M.G.C. possa também ser contruido via uma
abordagem de otimizacao. O teorema que segue estabelece tal conexao, mas primeiro

vamos relembrar o algoritmo G.C.:

13



Dados de entrada (A, b, 21, tol, numlter)
begin function
rg =b— Axy
Po =To
for + = 1:numiter do
a1 = (riqrio1) /(P Apict)
Ti = Ti—1 + QG_1Di—1
Ti =Ti—1 — Qi1 Api_y
if ||r;]|2 < tol then
iter =1
return |z;, iter|
end if
iter = —1

return [, miter, iter|

end function

Teorema 4. Suponha que A € nao singular. Seque entdo que com uma aproxiMacao

inicial xo = 0, depois de i iteragoes o método G.C. produz

span{xy, T2, T3, ..., T;} = span{po, p1, P2, ---, Pi} = Span{ro,r1, T2, ..., T;} =
= Ki(A, po) = span{po, Apo, A%po, ..., A" po} = span{ro, Arg, A%rg, ..., A 'rg}.
Demonstragao. Seja
S; = span{pg, p1, P2, .-, Pi—1}. (i elementos)
Agora, x; = xi_1 + q;_1pi—1,
1 = 0+ agpo,

To = Ty + 1P = QoPo + Q1P1-

Em geral temos que,
i1
T, = E APk,
k=0

e também

span{xy, T2, T3, ...,x; } = S;. (i elementos)
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Por outro lado, do método contrutivo G.C. temos:
po=r10 € pi=ri+tBipi-1
Uma vez que r; e r;_q estao em .S;, também vale:
Api_1 € 5.
Como um resultado,
S; = Ki(Aipo) = span{po, p1, P2, ..., A po} (i elementos)

= K;(A, o) = span{rg, Ary, A%r, ..., Ai’lro}.

Os p; sao A-ortogonais, os r; sao ortogonais, e entao ambas as sequéncias sao
linearmente independentes. De fato, uma vez que A é nao singular (por hipotese).
Os vetores em [C;(A,po) e K;(A,ry) sdo linearmente independentes, que é o re-

sultado desejado. O]

OBS: Métodos de subespaco de Krylov sao também tteis para o calculo de

autovalores, como a tabela a seguir (nomenclatura/sigla em inglés - original).

Tipo de matriz | Método Krylov Az = b | Método Krylov Ax = \x
CG
A=SPD CONR LANCZOS
CMRES
BICG
Bi-CGSTAB
A#SPD MINRES
SYMMLQ
CGS

QMR

Bi-LANCZOS
ARNOLOI
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