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Resumo

Neste projeto serão analisados métodos para obtenção de autovalores bem
como métodos para resolução de sistemas não lineares. Primeiramente será
feita uma análise da Decomposição SVD (Singular Value Decomposition).
Uma grande vantagem deste tipo de fatoração é que ela pode ser realizada
em qualquer tipo de matriz real ou complexa, quadrada ou retangular, e não
apresenta as exigêngias de matrizes simétricas e positivas definitas, como na
fatoração de Cholesky, por exemplo. Dentre suas aplicações para resolução
de problemas f́ısicos, podemos citar o papel desta ferramenta na compressão
de imagens coloridas. Foram abordadas ainda as diferenças e similaridades
entre a decomposição SVD e a decomposição espectral. Realizou-se também
um sumário sobre as equações de Sylvester e sobre a demonstração da con-
vergência do algoritmo QR, concluindo que este é equivalente ao método das
iterações simultâneas. Ainda nexte contexto, foram analisados alguns as-
pectos computacionais das rotações de Givens e reflexões de Householder no
cálculo da decomposição QR. Finalmente, foram investigados alguns aspec-
tos e aplicações dos métodos de Newton e quase-Newton, a saber, o método
de Broyden.



1 Decomposição SVD

A Decomposição em Valores Singulares (SVD - Singular Value Decompo-
sition) é um tópico bastante significativo da Áglebra Linear devido ao grande
leque de aplicações para resolução de problemas teóricos e f́ısicos que este tipo
de fatoração proporciona.

Na Matemática, a utilização deste tipo de fatoração é extensa. Este tipo
de deomposição pode ser utilizada no cálculo da pseudo-inversa, como aux́ılio
na resolução de sistemas equações lineares homogêneas Ax = b (principal-
mente em casos em que a matriz A é uma matriz não quadrada), na mi-
nimização de mı́nimos quadrados, na aproximação de uma matriz de baixo
posto, dentre outros.

Dentre outras aplicações, pode-se destacar a utilização de SVD na com-
pressão de imagens, na análise de quantitades elevadas de dados, na com-
putação de matrizes que atingem dimensões na casa dos milhares, no proces-
samento de sinais, na remoção de rúıdos em imagens de ressonância magnética,
na detecção de padrões como nos sistemas de reconhecimento facial, no es-
tudo da expressão de genes na Biologia, dentre outros.

Consideremos uma matriz A, real ou complexa, de dimensão m × n. A
decomposição SVD fatora esta matriz A em:

A = UΣV t (1)

onde U e V são matrizes ortogonais unitárias de dimensões m×m e n× n,
respectivamente, e Σ uma matriz diagonal de dimensão m× n.

Figura 1: SVD completa de uma matriz A ∈ Rm×n (m ≥ n)
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1.1 Teorema

Teorema 1.1. (Decomposição SVD): Consideremos uma matriz A ∈ Rm×n,
então, existem matrizes ortogonais: U = [u1| ... |um] ∈ Rm×m e V =
[v1| ... |vm] ∈ Rn×n tal que: U tAV = Σ = diag(σ1, σ2, ... , σp) onde
σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σp ≥ 0 e p = min{m,n}.

Prova: Sejam x ∈ Rn e y ∈ Rm vetores unitários segundo a norma-2 que sa-
tisfazem Ax = σy, com σ = ||A||2. Consideremos agora o seguinte resultado:

Teorema 1.2. Se V1 ∈ Rn×r tem colunas ortonormais, então existe V2 ∈
Rm×(n−r) tal que V = [V1 | V2] é ortogonal.

Segundo o Teorema (1.2) existem V2 ∈ Rn×(n−1) e U2 ∈ Rm×(m−1) tal que
V = [x | V2] ∈ Rn×n e U = [y | U2] ∈ Rm×m são ortogonais. Desta
maneira, podemos escrever:

UTAV =

[
σ wT

0 B

]
≡ A1

onde w ∈ Rn−1 e B ∈ R(m−1)×(n−1). Como:

∥∥∥∥A1

(
σ
w

)∥∥∥∥2
2

≥ (σ2 + wTw)2 =
√

(σ2 + wTw)

∥∥∥∥( σ
w

)∥∥∥∥2
2

temos ||A1||22 ≥ (σ2 + wTw)2. Mas, σ2 = ||A||22 = ||A1||22, de maneira que
devemos ter w = 0. Se m = 1 e n = 1, está provado. Caso contrário,
a submatriz B descreve a ação de A no subespaço ortogonal a v1. Pela
hipóetese de indução B, tem uma decomposição SVD: B = U2Σ2V

T
2 . Dáı,

podemos verificar que:

A = U1

[
1 0
0 U2

] [
σ 0
0 Σ2

] [
1 0
0 V2

]T
V T
1

é uma decomposição SVD de A, concluindo a prova da existência. Para a
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demonstração da unicidade podemos utilizar um argumento geométrico, cuja
interpretação será explorada na subseção (1.4).

Os valores σi correspondem aos valores simgulares da matriz A, ui são
os vetores singulares à esquerda de A e vi os vetores singulares à direita de A.

1.2 SVD Reduzida

A forma reduzida de uma matrizA ∈ Rm×n comm ≥ n de posto r consiste
na remoção de colunas e linhas extras colocadas com intuito de transformar
U ∈ Rm×r e V ∈ Rn×r em matrizes ortogonais U ∈ Rm×m e V ∈ Rn×n.
Essa remoção tem por objetivo fornecer apenas a informação oferecida pelo
conjunto de vetores definidos pelo posto da matriz.

Figura 2: SVD reduzida de uma matriz A ∈ Rm×n (m ≥ n)

1.3 Uma Interpretação Geométrica

Para entender como a matriz A deforma o espaço, podemos considerar a
ação desta sobre uma esfera unitária no Rn. Um elemento arbitrário x desta
esfera pode ser escrito como x = x1v1 + x2v2 + · · ·+ xnvn com

∑n
1 x

2
i = 1, a

imagem deste elemento é Ax = σ1x1u1 + σ2x2u2 + · · ·+ σkxkuk, com k < m.
Fazendo yi = σixi vemos que a imagem da esfera unitária consiste dos vetores
y1u1 + y2u2 + · · ·+ ykxk, onde:
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y21
σ2
1

+
y22
σ2
2

+ · · ·+ y2k
σ2
k

=
∑k

i=1 x
2
i ≤ 1

Se A tem posto completo, tal que k = n, a desigualdade acima é, na
verdade, uma igualdade, Caso contrário, alguns dos xi não estarão inclúıdos
na equação da direita, e a soma pode assumir qualquer valor de 0 a 1. Isto
mostra que A mapeia a esfera unitária do Rn para um elipsóide k-dimensional
com semi-eixos na direção de ui e com magnitudes σi. Se k = n a imagem
consiste da superf́ıcie do elipsóide, caso contrário, é um elipsóide sólido. Em
resumo, podemos visualizar a ação de A da seguinte maneira:

• A ’destruição’ de n− k dimensões do domı́nio;

• A distorção das dimensões restantes;

• A contração e distensão da esfera unitária de dimensão k a um elipsóide;

• Finalmente, A engloba o elipsóide em Rn;

Abaixo, uma demonstração da ação de A para n = m = 3 e k = 2:

Figura 3: Como A deforma Rn
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1.4 Relação com a Decomposição em Autovalores (de-
composição espectral)

A SVD é bastante geral, já que pode ser aplicada a qualquer matriz de
dimensão m×n. Já a decomposição em autovalores, ou espectral, pode ape-
nas ser aplicada para algumas classes de matrizes quadradas.

Dada uma decomposição SVD de uma matriz A ∈ Rm×n, valem as se-
guintes propriedades:

ATA = (V ΣTUT )(UΣV t) = V (ΣTΣ)V T

AAT = (UΣV t)(V ΣTUT ) = U(ΣΣT )UT

Os lados direitos dessas relações descrevem a decomposição em autovalor
dos lados esquerdos. Sendo assim:

• Os vetores singulares à esquerda de A são autovetores de AAT ;

• Os vetores singulares à direita de A são autovetores de ATA;

• Os valores singulares não-nulos de A ao longo de Σ são as ráızes dos
autovalores não-nulos de ATA ou de AAT ;

No caso especial em que A é uma matriz normal, ou seja, quando vale
ATA = AAT , que por definição deve ser quadrada, o teorema espectral diz
que ela pode ser unitariamente diagonalizada usando-se uma base de auto-
valores, de forma que ela pode ser escrita para uma matriz unitária U e uma
matriz diagonal D. Quando A é também definida positiva, a decomposição
A = UDU−1 é também uma SVD.

OBS: Uma discussão mais detalhada sobre a relação entre SVD e a decom-
posição espectral será desenvolvida na seção (2) subseção (2.3).
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1.5 Compressão de Imagens

O processo de compressão de imagens lida com o problema de reduzir
a quantidade de dados requeridos para representar uma imagem digital. A
compressão é alcançada quando se remove três redundâncias básicas:

• Redundância de código;

• Redundância de interpixels, que resulta na correlação entre os pixels;;

• Redundância psicovisual, que occore por ocasião de múltiplos dados
que são ignorados pelo olho humano;

A principal vantagem de SVD, no que concerne a compressão de imagens,
é a possibilidade de armazenar matrizes de maneira que o espaço requerido
para seu armazenamento seja reduzido. Na decomposição SVD de uma ma-
triz A, a matriz Σ contém os valores singulares de A ao longo de sua diagonal.
Para reduzir o espaço de armazenamento o número de valores singulares da
matriz (ou seu posto) precisa ser reduzido.

Durante a compressão, os menores valores singulares são substitúıdos por
zero. Isto reduz o custo de armazenamento ao mesmo tempo em que preserva
o tamanho da matriz, de modo que a equação (1) possa ser continuamente
utilizada.

Consideremos, então, uma imagem com m × n pixels. Para uma repre-
sentação em escala cinza precisamos de apenas um número por pixel, o que
pode ser representado por uma matriz de ordem m× n.

Para imagens coloridas precisamos de três números por pixel , para cada
cor red, green e blue: RGB. Cada cor pode ser representada por uma matriz
de ordem m × n, e, a imagem completa pode ser obtida por meio de uma
matriz m×3n, onde cada ’porção’ de cores pode ser colocada em uma coluna,
uma ao lado da outra, da seguinte maneira:

A = [Ared Agreen Ablue]

Assim, no processo de compressão de imagens coloridas, devemos aplicar
a decomposição SVD a cada uma das matrizes Ared, Agreen e Ablue separa-
damente. As imagens podem então ser comprimidas e, por fim, recompostas
para formar a imagem comprimida final.
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Figura 4: Imagem original

Figura 5: Decomposição SVD do padrão red com utilização 1%, 5%, 20% e
100% dos valores singulares totais, respectivamente
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Figura 6: Decomposição SVD do padrão green com utilização 1%, 5%, 20%
e 100% dos valores singulares totais, respectivamente

Figura 7: Decomposição SVD do padrão blue com utilização 1%, 5%, 20% e
100% dos valores singulares totais, respectivamente
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Figura 8: Decomposição SVD (após composição dos padrões RGB)com
utilização 1%, 5%, 20% e 100% dos valores singulares totais,

respectivamente

Uma figura colorida toma maior espaço na memória, como era de se
esperar, uma vez que é necessário maior informação acerca das cores, ao
contrário do que ocorre com imagens em escalas de cinza, as quais só exigem
informações de brilho.

A imagem mostrada na figura (4) foi comprimida em padroões de red na
figura (5), padrões de green na figura (6) e padrões de blue na figura (7).
Finalmente, na figura (8), a figura foi recomposta fornecendo a figura final
comprimida.

As imagens mostram que a decomposição SVD é bastante eficiente quanto
ao armazenamento de informações, pois observamos que com apenas 50% va-
lores singulares totais já obtemos uma boa aproximação da figura original.
Também se observa que quanto menos valores singulares tivermos, menos
ńıtida é a imagem comprimida resultante.

Nas próximas páginas, serão mostradas as imagens comprimidas resul-
tantes de várias figuras. O número de valores singulares adotados também
foram variados, para efeito de análise das informações obtidas nas respectivas
compressões.
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Figura 9: Figura original

Figura 10: Decomposição SVD (após composição dos padrões RGB) com
utilização 1%, 5%, 20% e 50% dos valores singulares totais, respectivamente
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Figura 11: Figura original

Figura 12: Decomposição SVD (após composição dos padrões RGB) com
utilização 1%, 5%, 20% e 100% dos valores singulares totais
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Figura 13: Figura original

Figura 14: Decomposição SVD (após composição dos padrões RGB) com
utilização 1%, 5%, 20% e 100% dos valores singulares totais,

respectivamente
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2 Teorema da Decomposição de Schur e Te-

orema Espectral

2.1 Decomposição de Schur

Dada uma matriz quadrada A ∈ Cn×n, a decomposição de Schur garante
que podemos encontrar uma matriz triangular superior T similar a A através
de transformações unitárias, obtendo assim seus autovalores.

Teorema 2.1. Seja A ∈ Cn×n. Então, existem uma matriz unitária U ∈
Cn×n e uma matriz triangular superior T ∈ Cn×n tais que U∗AU = T .

OBS: M∗ é uma notação para matrizes complexas transpostas e conjugadas.

Prova: A prova é feita por indução sobre a ordem da matriz A. Para
n = 1 o resultado é imediato. Suponhamos que o resultado seja válido para
n = k − 1 e vamos mostrar que é válido para n = k. Seja A uma matriz de
ordem k e (λ, v) um autopar da matriz A, com 〈v, v〉 = 1 . Consideremos U1

uma matriz unitária que possui v como sua primeira coluna, e as outras co-
lunas consideramos como sendo um complemento para uma base ortonormal
do espaço vetorial complexo Ck. Seja W uma submatriz de ordem k×(k−1)
de U1, de maneira que U1 = [v W ]. Percebe-se também que W ∗v = 0.
Consideremos agora uma matriz A1 = U∗1AU1, escrita da seguinte maneira:

A1 =

[
v∗

W ∗

]
A
[
v W

]
=

[
v∗Av v∗AW
W ∗Av W ∗AW

]

Como vA = λv, temos que v∗Av = λ e W ∗Av = λW ∗v = 0. Tomemos
agora a matriz Â = W ∗AW , de ordem (k − 1), e o elemento w = W ∗Av. A
matriz A1 terá, então, a seguinte forma:

A1 =

[
λ w∗

0 Â

]
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Pela hipótese de indução temos que existem uma matriz unitária Û2 e uma
matriz triangular superior T̂ , de ordem (k − 1), tal que T̂ = Û∗2 ÂÛ2. Consi-
deremos uma matriz U2 de ordem k da seguinte forma:

U2 =

[
1 0T

0 Û2Â

]

Assim, temos que U2 é uma matriz unitária e U∗2A1U2 = T é uma matriz
triangular superior representada por:

T =

[
λ w∗Û2

0 T̂

]

Fazendo U = U1U2 e utilizando a representação da matriz A1, temos:

T = U∗2A1U2 = (U1U2)
∗A(U1U2) = U∗AU.

2.2 Teorema Espectral

Definição 2.1: Uma matriz Hermitiana é uma matriz quadrada de elemen-
tos complexos que tem a caracteŕıstica de ser igual a sua própria transposta
conjugada.

Teorema 2.2. Seja A ∈ Rn×n uma matriz que possui um conjunto linear-
mente independente de autovetores v1, v2, . . . , vn associados aos autovalores
λ1, λ2, . . . , λn. Vamos definir uma matriz diagonal D = diag(λ1, λ2, . . . , λn) e
uma matriz V = [v1 v2 . . . vn], invert́ıvel. Então, V −1AV = D. Da mesma
forma se V −1AV = D, onde D é uma matriz diagonal e V uma matriz
invert́ıvel, então, as colunas da matriz V formam um conjunto linearmente
independente de autovetores de A e os elemntos da diagonal principal de D
são os autovalores de A.
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Prova: (⇒) Temos que Avi = λivi, para i = 1 : n. Na forma matricial temos
que AV = V D. Como V é invert́ıvel temos que V −1AV = D.
(⇐) Inversão do argumento da ida.

Teorema 2.3. (Decomposição Espectral) Seja A ∈ Rn×n uma matriz Hermi-
tiana. Então existem uma matriz unitária U ∈ Rn×n e uma matriz diagonal
D ∈ Rn×n tais que U∗AU = D. Ademais, as colunas da matriz U são os
autovetores de A e os elementos da diagonal de D são os autovalores de A.

Prova: A prova segue do teorema de Schur. Sabemos que existem uma
matriz unitária U e uma matriz triangular superior T tais que T = U∗AU .
Como A é uma matriz hermitiana temos que T ∗ = U∗AU . Segue que T ∗ = T ,
ou seja, T é uma matriz diagonal real. O restante da demonstração segue do
Teorema (2.2).

2.3 SVD × Decomposição Espectral

Existem pelo menos três diferenças fundamentais entre a decomposição
espectral e a SVD. A primeira delas é que a decomposição espectral baseia-se
em apenas uma base de autovetores, enquanto que a SVD baseia-se em duas
bases, uma de vetores singulares à esquerda (colunas de U) pertencentes ao
Rm e outra de vetores singulares à direita (colunas de V ) pertencente ao Rn.
Por exemplo, uma matriz A ∈ Rm×m não degenerada pode ser expressa por
meio de uma matriz diagonal de autovalores D, se tanto a imagem como o
domı́nio da transformação linear envolvida forem representados pela mesma
base de autovetores. Ou seja, dada a decomposição A = V DV −1, os vetores
x e b pertencentes ao Rm que satisfazem:

Ax = b, (2)

quando representados pela mesma base de autovetores onde b′ = V −1b e
x′ = V −1x permitem que a relação (2) seja expressa em termos de b′ e x′.
Portanto esta transformação linear se reduz a b′ = Dx′ ao se multiplicar
ambos os lados pela mesma base de vetores (V −1) e susbstituir a matriz A
pela decomposição V −1DV , como mostrado abaixo:
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Ax = b→ V −1b = V −1(V −1DV )x→ (V −1b) = D(V −1x)→ b′ = Dx′ (3)

Exemplo 1. Mudança de base via decomposição espectral (b = Ax → b′ =
Dx′)

A=[1 2 3; 1 3 4; 1 4 5];

[V, D]=eig(A);

x=[1; 4; 5];

b=(A*x)’

b =

24 33 42

b1=inv(A)*b;

x1=inv(V)*x;

b1’ =

ans =

58.721406 -0.7228259 -7.105e-14

(D*x1)’ =

ans =

58.721406 -0.7228259 -6.911e-16

Por outro lado, a mudança de bases realizada pela SVD consiste no fato de
que qualquer vetor b ∈ Rm pode ser expresso pela base de vetores singulares
à esquerda de A (colunas de U) e qualquer vetor x ∈ Rn pode ser expresso
pela base de vetores singulares à direita de A (colunas de V ). Isto é, b′ = UT b
e x′ = vTx. Dessa forma, pela decomposição A = UDV T , a relação (2) pode
ser expressa em termos de b′ e x′, como visto abaixo:

Ax = b→ UT b = UTUDV Tx→ UT b = DV Tx→ b′ = Dx′ (4)

Portanto, a transformação linear (2) se reduz à transformação linear
b′ = Dx′ quando a imagem (b ∈ Rm) é expressa por meio da base formada
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pelas colunas de U ∈ Rm×m e o domı́nio (x ∈ Rn) é expresso por meio da
base formada pelas colunas de V ∈ Rn×n.

Exemplo 2. Mudança de base da SVD (b = Ax→ b′ = Sx′)

A=[1 2; 1 3; 1 4]

A =

1 2

1 3

1 4

[U, S, V]=svd(A,0)

U =

-0.39134 0.82474

-0.56057 0.13818

-0.72981 -0.54838

S =

Diagonal Matrix

5.64016 0

0 0.43429

V =

-0.29817 0.95451

-0.95451 -0.29817

x=[1;4];

b=(A*x)’

b =

9 13 17

b1=U’*b’;

x1=V1*x;

x1=V’*x;

17



b1’

ans =

-23.21614 -0.10343

(S*x1)’

ans =

-23.21614 -0.10343

A segunda diferença entre as duas decomposições é que a SVD sempre uti-
liza bases ortonormais, enquanto que na decomposição espectral, nem sempre
a base de vetores gerada é sequer ortogonal.

Finalmente, a terceira e última principal diferença é que somente matri-
zes quadradas tem decomposição espectral, enquanto que a SVD pode ser
aplicada à qualquer matriz, até mesmo às retangulares.
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3 A Equação de Sylvester

A equação de Sylvester consiste da seguinte equação linear com matrizes:

AX +XB = C (5)

onde A é uma matriz de dimensão n× n, B uma matriz de dimensão m×m
e X uma matriz arbitrária de dimensão m× n.

Como a equação é linear em X somos capazes de descrevê-la na forma
Ax = b. De fato, se considerarmos como vec(x) o vetor que engloba todas as
colunas de X uma em cima da outra, da primeira à última, então a equação
(5) pode ser escrita como:

(In ⊗ A+BT ⊗ Im)vec(X) = vec(C), (6)

onde a dimensão de (In ⊗ A+BT ⊗ Im) é nm× nm.
O coeficiente (In ⊗ A + BT ⊗ Im) da matriz apresentada em (6) é muito

bem estruturado, mas, esta estrutura não proporcionou vantagens para a
resolução da equação (5). Ainda há muita pesquisa direcionada à procura
de uma forma de resolver a equação (5) de maneira direta. Em uma das
fórmulas encontradas, temos que se a integral

∫∞
a
eAtCeBt dt tem solução, o

resultado desta integral multiplicado por −1 é a solução da equação de Syl-
vester.

3.1 Algumas Aplicações

A equação de Sylvester aparece em problemas bastante interessantes da
Álgebra Linear. Podemos destacar:

• Sua relação com o Tensor Produto de Kronecker, que foi explorado no
Projeto Computacional 1, no estudo de matrizes esparsas;

• A diagonilização por blocos de uma matriz A se reduz à solução da
equação de Sylvester;
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• O cálculo da derivada de Fréchet;

• A solução da equação de Sylvester para os casos em que as matrizes
A e B são esparsas e C tem posto pequeno, tem grande aplicação na
teoria de controle e na redução de ordem de modelos. Para o último, é
posśıvel encontrar métodos iterativos para aproximação de X baseados
nos subespaçoes de Krylov;

3.2 Lei da Inércia

A inércia de uma matriz Hermitiana consiste numa tripla de inteiros
(ν, ζ, π) onde ν é o número de autovalores negativos, ζ o número de au-
tovalores nulos e π o número de autovalores positivos.

Lei da Inércia de Sylvester: Para qualquer matriz hermitiana A e qual-
quer matriz X não singular, a inércia de A é a mesma de X∗AX. Uma
transformação do tipo X∗AX é chamada de congruência, então, a Lei da
Inércia de Sysvester, mostra-nos que o número de autovalores negativos, po-
sitivos e nulos não mudam durante uma transformação congruente.

Dentre diversas aplicações, a Lei da Inércia pode ser utilizada para o
cálculo de autovetores de matrizes hermitianas tridiagonais. O cômputo dos
autovalores de uma matriz tridiagonal através da Lei de Inércia de Sylvester,
tem custo computacional reduzido. No contexto deste curso, esta ferramenta
pode ser importante para o cáalculo de autovalores de matrizes de banda,
por exemplo, bastante explorada no Projeto Computacional 1.
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4 A Fatoração QR

Dada uma matriz A de ordem m×n, m ≥ n, a fatoração QR desta matriz
consiste em representá-la por meio do produto de matrizes Q e R, sendo Q
uma matriz de ordem m × m ortogonal e R uma matriz de ordem n × n
triangular superior:

A=Q

[
R
0

]
É comum empregarem-se transformações ortogonais para o cálculo da

decomposição QR. Dentre estas transformaçães, destacam-se as reflexões de
Householder e as rotações de Givens que consistem em aplicar sucessivas
transformaçãoes com o intuito de construir uma matriz ortogonal Q de or-
dem m×m composta pelos vetores ortonormais geradores da imagem de A,
e, ao mesmo tempo, reduzir a matriz A para forma triangular superior.

4.1 Exemplos Computacionais

Modificando os códigos oferecidos runQRGivensRot.m e runQRHou-
seholderRef.m, pudemos verificar a cada iteração as respectivas matrizes
de transformações ortogonais de Givens e Householder.

Exemplo 3. Exemplo de uma aplicação da transformação de Givens (rotações)
em uma matriz A de ordem 3× 3 gerada aleatoriamente.

A =

0.2259 0.4357 0.4302

0.1707 0.3111 0.1848

0.2277 0.9234 0.9049
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G =

0.7978 -0.6029

0.6029 0.7978

A =

0.2832 0.5352 0.4547

0 -0.0145 -0.1119

0.2277 0.9234 0.9049

G =

0.7793 -0.6266

0.6266 0.7793

A =

0.3633 0.9957 0.9213

0 -0.0145 -0.1119

0 0.3843 0.4203

G =

0.0376 0.9993

-0.9993 0.0376

A =

0.3633 0.9957 0.9213

0 -0.3846 -0.4242

0 0 -0.0960
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R =

0.3633 0.9957 0.9213

0 0.3846 0.4242

0 0 0.0960

Exemplo 4. Exemplo de uma aplicação da transformação ortogonal de Hou-
seholder (reflexões) em uma matriz A de ordem 3×3 gerada aleatoriamente.

A =

0.0292 0.4886 0.4588

0.9289 0.5785 0.9631

0.7303 0.2373 0.5468

u =

0.7158

0.5489

0.4316

P =

-0.0247 -0.7859 -0.6179

-0.7859 0.3973 -0.4739

-0.6179 -0.4739 0.6274

A =

-1.1820 -0.6133 -1.1061

-0.0000 -0.2666 -0.2371

-0.0000 -0.4272 -0.3968
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u =

0.8745

0.4851

P =

-0.5294 -0.8484

-0.8484 0.5294

A =

-1.1820 -0.6133 -1.1061

-0.0000 0.5035 0.4622

-0.0000 0 -0.0090

u =

1

P =

-1

A =

-1.1820 -0.6133 -1.1061

-0.0000 0.5035 0.4622

-0.0000 0 0.0090

R =
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1.1820 0.6133 1.1061

0 0.5035 0.4622

0 0 0.0090
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5 O Algoritmo QR

O algoritmo QR é um dos mais utilizados na Ágebra Linear Computaci-
onal. Desde o ińıcio de seu desenvolvimento, nos anos 60, o algoritmo tem
gerado muito estudo e análise, sendo que melhorias em sua implementação
computacional tem sido propostas ao longo do tempo.

Nos dois textos analisados (ref. [7] e [8]) perecbemos a preocupação do
autor em investigar o algoritmo QR de forma bastante minuciosa, demons-
trando de forma mais rigorosa sua equivalência com o Método das Iterações
Simultâneas, uma vez que em argumentos prévios, o algoritmo QR era mais
comumente relacionado ao Método das Iterações Simultêneas Inverso.

Vale ainda ressaltar a utilização do algoritmo em métodos oriundos de
conceitos dos subespaços de Krylov, dos quais derivam muitos métodos ite-
rativos interessantes, tal como o Método dos Gradientes Conjugados.

5.1 Algoritmo QR sem mudança de escala

O algoritmo QR, em sua forma mais simples, pode ser visto como um pro-
cedimento estável para o cômputo de fatorações QR das matrizes de potências
A, A2, A3 . . .

Algorimo 1: Algoritmo QR

A(0) = A
for k = 1, 2 . . .

Q(k)R(k) = A(k)

A(k) = R(k)Q(k)

O que fazemos é tomar uma decomposição QR de uma matriz real A ∈
R(m×n), multiplicar os fatores Q e R em ordem reversa e repetir o procedi-
mento. Aqui, assumiremos que A é simétrica com autovalores reais e auto-
vetores ortonormais. Nosso interesse é que as matrizes A(k) convirjam para
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uma matriz diagonal.
Para que a convergência para uma matriz diagonal seja eficiente para o

cálculo dos autovalores, as operações envolvidas devem ser similares. Com
efeito: QR triangulariza A(K) → R(k) = (Q(k))TA(k−1). Multiplicando Q(k) à
direita temos que A(k) = (Q(k))TQ(k)A(k−1)Q(k).

5.2 Algoritmo QR com mudança de escala

O Método QR tem complexidade computacional da ordem de n3. Para
torná-lo mais robusto, podemos introduzir mudanças de escala em cada
passo. Desta maneira ao invés de fatorarmos A(k), efetuamos uma mudança
de escala A(k) − µ(k)I a cada passo, sendo µ(k) uma estimativa para um au-
tovalor. Logo, toda vez que se encontra um autovalor o problema é reduzido
pois a matriz A(k) é ’quebrada’ em submatrizes.

Algorimo 2: Método QR com mudança de escala

(Q(0))TA(0)Q(0) = A
for k = 1, 2 . . .

Escolha uma escala µ(k)

Q(k)R(k) = A(k) − µ(k)I
A(k) = R(k)Q(k) + µ(k)I
Se qualquer elemento fora da diagonal de A

(k)
j,j+1 é suficientemente

próximo de zero,
façamos Aj,j+1 = Aj+1,j, obtendo,[
A1 0
0 A2

]
= A(k)

aplicamos, então, o algoritmo QR para A1 e A2.
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5.3 Iterações Simultâneas não normalizadas

Queremos relacionar o algoritmo QR ao método das Iterações Simultâneas.
A ideia deste último método consiste em aplicar o método das potências a
vários vetores de uma só vez.

Suponhamos que comecemos com um conjunto linearmente independente
v
(0)
1 , v

(0)
2 , . . . , v

(0)
n . Parece plauśıvel dizer que para k →∞ temos que A(k)v

(0)
1

converge ao autovetor correspondente ao maior autovalor de A, em valor
absoluto. Assim, o espaço 〈A(k)v

(0)
1 , . . . , A(k)v

(0)
n 〉 deve convergir ao espaço

〈q1, . . . , qn〉 gerado pelos autovetores de A.
Definamos V (0) como uma matriz m× n da seguinte forma:

V (0) = [v
(0)
1 | |v

(0)
k ] (7)

Após k aplicações de A, temos que:

V (k) = A(k)V (0) = [v
(k)
1 | |v

(k)
k ] (8)

Como temos interesse na coluna V (k), tomemos uma base para este espaço
aplicando a fatoração QR a V (k):

Q̂(k)R̂(k) = V (k) (9)

Sendo Q̂(k) uma matriz de ordem m× n e R̂(k) uma matriz de ordem n× n.
Para k → ∞ as colunas sucessivas de Q̂(k) devem convergir para os autove-
tores ±q1, . . . ,±qn.

5.4 Iterações Simultâneas Normalizadas

Os vetores coluna da matriz da equação (7) convergem para o autovalor
dominante q1 de A quando k →∞. Embora o espaço 〈v1, . . . , vn〉 tenha uma
convergência útil, estes vetores formam uma base mal condicionada deste
espaço. Para melhorar este aspecto do algoritmo, devemos realizar a ortono-
malização a cada passo e não de uma só vez.

Assim, não devemos construir V (k) como definida na equação (7), mas
uma sequência Z(k) diferente com os mesmos espaços coluna.

28



Algorimo 3: Método das Iterações Simultâneas

Q̂(0) ∈ R(m×n) com colunas ortonormais
for k = 1, 2 . . .

Z = AQ̂(k−1)

Q̂(k)R̂(k) = Z

5.5 Iterações Simultâneas ⇔ Algoritmo QR

O algoritmo QR é equivalente ao método das iterações simultâneas quando
aplicado à um conjunto de n = m vetores iniciais, onde denotamos a iden-
tidade Q̂(0) = I. Como as matrizes Q̂(k) e R̂(k) são agora quadradas, esta-
mos lidando com fatorações QR completas, de maneira que Q̂(k) = Q(k) e

R̂(k) = R(k). A nova notação foi adotada para diferenciarmos a fatoraão QR
de cada um dos métodos.

Seguindo o algoritmo (3), temos abaixo três fórmulas que definem o
método das iterações simultâneas para Q(0) = I e uma quarta fórmula que
tomaremos como definição para uma matriz A(k) de ordem m×m

Q(0) = I, (10)

Z = AQ(k−1), (11)

Z = R(k)Q(k), (12)

A(k) = (Q(k))TAQ(k) (13)

A seguir as três fórmulas que definem o algoritmo QR e uma quarta
fórmula que tomaremos como definição para uma matriz Q(k) de ordem m×
m:

A(0) = A, (14)

A(k−1) = Q(k)R(k), (15)

A(k) = R(k)Q(k), (16)
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Q(k) = Q(1)Q(2) . . . Q(k) (17)

Definamos também uma matriz de ordem m×m R(k), tal que:

A(k) = Q(k)R(k) (18)

O seguinte teorema prova a equivalência dos dois métodos:

Teorema 5.1. Os processos (10)-(13) e (14)-(17) geram sequências idênticas
de matrizes Q(k), R(k) e A(k), ou seja, as mesmas sequências definidas pela
fatoração QR da k-ésima potência de A:

A(k) = Q(k)R(k), (19)

juntamente com a projeção,

A(k) = (Q(k))TAQ(k), (20)

Prova: A demonstração segue por indução em k.

5.6 Convergência do Algoritmo QR

Definição 5.1 (Coeficiente de Rayleigh): Dada uma matriz complexa e Her-
mitiana M e um vetor x não nulo. o coeficiente de Rayleigh R(M,x) é dado
por:

R(M,x) =
x∗Mx

x∗x
(21)

Para o caso de matrizes reais, a condição de matriz Hermitiana reduz-se à
exigência de matriz simétrica. O coefiente de Rayleigh atinge seu mı́nimo em
λmin, o menor autovalor de M , quando x é vmin, o correspondente autovetor.
Similarmente, R(M,x) ≤ λmax e R(M, vmax) = λmax.
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Investigando-se a equação (19), percebe-se que o algoritmo QR encontra
autovalores pois constroi bases para sucessivas potências Ak. Já a equação
(20) nos mostra que os elementos da diagonal de A(k) são coeficientes de Ray-
leigh de A correspondentes às colunas de Q(k). À medida que estas colunas
convergem para autovetores, os coeficientes de Rayleigh convergem para os
respectivos autovalores duas vezes mais rapidamente. Ao mesmo tempo, os
elementos que estão fora da diagonal principal de A(k) são correspondentes
aos coeficientes gerais de Rayleigh, envolvendo diferentes aproximações de
autovetores distintos de A à direita e à esquerda. Como as aproximações de-
vem ser ortogonais à medida em que convergem para autovetores distintos,
os elementos fora da diagonal principal de A(k) devem convergir para zero.
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6 Resolução de Sistemas de Equações não Li-

neares

Equações não lineares aparecem em uma infinidade de problemas. Mo-
delos f́ısicos, que são expressos como equações diferenciais parciais não ho-
mogêneas, tornam-se grandes sistemas de equações não homogêneas quando
discretizados.

Resolver um sistema de equações não homogêneas é um problema que
deve ser evitado quando posśıvel. Usualmente, é feita uma tentativa para
aproximar o problema de equações não lineares para um sistema de equações
lineares. Quando não é pośıvel realizar tal aproximação, o problema deve ser
resolvido diretamente.

6.1 Método do Ponto Fixo

Um sistema de equações não lineares de n equações e n variáveis, pode
ser representado como uma função F : Rn → Rn, definida por:

F (x1, . . . , xn) = (f1(x1, . . . , xn), f2(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn)) (22)

Em notação vetorial:

F (x) = 0 (23)

onde f1, . . . , fn são funções coordenadas da função F .

Definição 6.1 Seja uma função F : D ⊂ Rn → Rn da forma:

F (x) = (f1(x1, . . . , xn), f2(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn))T ,

onde fi : Rn → R, i = 1 : n. Definimos:
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lim
x→x0

F (x) = L = (L1, . . . , Ln)T ,

se e somente se limx→x0 fi(x) = Li, para cada i = 1 : n.

A função F é cont́ınua em x0 ∈ D se limx→x0 F (x) existir e limx→x0 F (x) =
F (x0).

Teorema 6.1. Seja f : D ⊂ Rn → R e x0 ∈ D. Suponhamos que todas as
derivadas parciais de f e constantes δ > 0 e K > 0 existam para qualquer
que sejam ||x− x0|| < δ e x ∈ D, temos que se:∣∣∣∣∂f(x)

∂xj

∣∣∣∣ ≤ K

para cada j = 1 : n, então f é cont́ınua em x0.

Definição 6.2 Uma função G : D ⊂ Rn → Rn tem ponto fixo em p ∈ D se
G(p) = p .

Teorema 6.2. Seja D = {(x1, . . . , xn)T | ai ≤ bi, i = 1 : n} para
alguma coleção de a1, . . . , an e b1, . . . , bn. Suponhamos que G seja uma função
constante de D ⊂ Rn no Rn com a propriedade G(x) ∈ D para qualquer
x ∈ D. Então, G tem ponto fixo em D. Ainda mais, suponhamos que
todas as funções componentes de G tenham derivadas parciais cont́ınuas e
que exista uma costante K < 1, tal que:∣∣∣∣∂gi(x)

∂xj

∣∣∣∣ ≤ K

n

para todo x ∈ D, para cada j ∈ 1 : n e cada função componente gi. Então, a
sequência {x(k)}∞k=0 definida por um x(0) arbitrário em D gerado por:

x(k) = G(x(k−1)),
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para cada k ≥ 1 converge para o único ponto fixo p ∈ D e:

||x(k) − p||∞ ≤
K

1−K
||x(1) − x(0)||∞.

Assim, se tivermos um sistema de equações não lineares F (x) = 0, pode-
mos aplicar o método do ponto fixo para resolvê-lo. Primeiramente, trans-
formamos o sistema de equações em um sistema equivalente:

x = G(x)

Uma maneira de fazer isto, é resolver a i-ésima equação do sistema original
para xi. Isto é análogo à derivação do método de Jacobi para resolução
de sistemas lineares. Dáı, escolhemos uma aproximação inicial x0. Então,
computamos as seguintes iterações sucessivas:

x(k+1) = G(x(k)), k = 1 : n.

É interessante também ressaltar que a convergência do méttodo do ponto
fixo para várias variáveis pode ser realizada utilizando uma aproximação se-
melhande àquela utilizada no método para resolução de equações lineares
de Gauss-Seidel. A saber, quando computamos x

(k+1)
i com a avaliação de

gi(x
(k)), podemos substituir x

(k)
j , com j < i, por x

(k+1)
j , uma vez que já foi

anteriormente calculado. Logo, como em Gauss-Seidel, estamos utilizando a
última informação dispońıvel para o cálculo da próxima iteração.

6.2 Método de Newton

Consideremos a matriz:

A(x)=


a11(x) a12(x) . . . a1n(x)
a21(x) a22(x) . . . a2n(x)

...
. . .

...
...

an1(x) an2(x) . . . ann(x)


onde cada uma das entradas aij(x) é uma função de Rn em R. Desta forma,
A(x) deve ser tal que:
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G(x) = x− A(x)−1F (x) (24)

ofereça uma convergência quadrática para a solução F (x) = 0, assumindo
que A(x) é não singular no ponto fixo p de G.

Teorema 6.3. Seja p uma solução de G(x) = x. Suponhamos que exista
δ > 0 tal que:

• ∂gi
∂xj

em Nδ = {x | ||x− p|| < δ} para cada i = 1 : n e j = 1 : n;

• ∂2gi
∂xj∂xk

é cont́ınua e

∣∣∣∣ ∂2gi
∂xj∂xk

∣∣∣∣ ≤ M para alguma constante M , para

qualquer x ∈ Nδ e cada i = 1 : n, j = 1 : n e k = 1 : n;

• ∂gi(p)

∂xk
= 0 para cada i = 1 : n e k = 1 : n.

Então, existe δ̂ < δ tal que a sequência gerada por x(k) = G(x(k−1)) converge

quadraticamente para p para qualquer escolha de x(0) e se ||x − x(0)|| < δ̂.
Ademais,

||x(k) − p||∞ ≤
n2M

2
||x(k−1) − p||2∞, k ≥ 1. (25)

Consideremos que a matriz A(x) seja não singular próxima à uma solução
p de F (x) = 0. Sejam bij(x) as entradas de A(x)−1 na i-ésima linha e j-ésima
coluna.

Para G(x) = x − A(x)−1F (x), temos gi(x) = xi −
∑n

j=1 bij(x)fj(x). Do
teorema (6.3), temos que:

n∑
j=1

bij(p)
∂fj(p)

∂xi
= 1, k = i (26)
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n∑
j=1

bij(p)
∂fj(p)

∂xk
= 0, k 6= i (27)

Seja J(x) o jacobiano de F . Das condições (26) e (27), temos que:

A(p)−1J(p) = I ⇒ A(p) = J(p) (28)

Assim, podemos resscrever (24) da seguinte maneira:

G(x) = x− J(x)−1F (x) (29)

Desta forma, definimos o método de Newton para resolução de equações
não lineares, com uma aproximação inicial x(0) apropriada, como segue:

x(k) = G(x(k−1)) = x(k−1) − J(x(k−1))−1F (x(k−1)) (30)

O método de Newton fornece uma convergência quadrática desde que a
aproximação inicial seja apropriada e o inverso do jacobiano seja não sin-
gular em p. Um dos grandes problemas deste método, no entanto, reside
no fato de que a cada passo é necessário calcular J(x)−1, o que representa
um gasto computacional significativo, Assim, o custo computacional de uma
iteração do método de Newton é de n2 + n (n avaliações da função F e n2

derivadas parciais calculadas) mais operações aritméticas da ordem de n3

para resolução do sistema linear. Além disto, se J(x)−1 é singular, o método
apresentará problemas na convergência.

6.3 Método de Broyden

O método de Broyden (um dos métodos da classe quase-Newton) propõe
uma melhora no método de Newton. O método exige somente n avaliações
de funções por iteração e o número de operações aritméticas é reduzida à
ordem de n2. A desvantagem do método de Broyden, e dos métodos quase-
Newton em geral, consiste na perda de convergência quadrática do método
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de Newton, apresentando convergência superlinear.

O método da secante aproxima f ′(xn) por:

bn =
f(xn)− f(xn−1)

xn − xn−1
(31)

e, então, dá o passo:

xn+1 = xn − b−1n f(xn) (32)

Para dimensões maiores, podemos realizar operações similares a (31) e
(32), carregando uma aproximação para o jacobiano juntamente com uma
aproximação para x∗ e atualizando a aproximação para o jacobiano à medida
que progridam as iterações. Desta maneira, chamemos de Bn a aproximação
de F ′(xn) que satisfazem a equação da secante:

Bn(xn − xn−1) = F (xn)− F (xn−1) (33)

No método de Broyden, se xn e Bn são as aproximações para a solução e
para o jacobiano, respectivamente, então:

xn+1 = xn − λnB−1n F (xn) (34)

onde λn é o tamanho do passo para a direção de Broyden:

dn = −B−1n F (xn) (35)

Após o cálculo de xn+1, Bn é atualizado para:

Bn+1 = Bn +
(y −B−1n s)sT

sT s
(36)

onde y = F (xn+1)− F (xn) e s = xn+1 − xn = λndn.
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6.4 Exerćıcios

Exerćıcios referentes ao caṕıtulo 10, seção 10.3, da ref. [11].

Exerćıcio 7

Sistema não linear de equações a ser resolvido:



3x1 − cos(x2x3)−
1

2
= 0

x21 − 625x22 −
1

4
= 0

e−x1x2 + 20x3 +
10π − 3

3
= 0

Aplicando o método de Broyden obtemos:

x1 = 5.000000e− 01, x2 = 3.050732e− 06 e x3 = −5.235987e− 01 com erro
de 5.816597e− 09 em 27 iterações.

Já com o método de Newton, os resultados obtidos foram:

x1 = 5.000000e − 01, x2 = 7.451308e − 09 e x3 = −5.235988e − 01 com
erro de 3.469447e− 14 em 27 iterações.

De fato, o número de iterações é significativamente alto para um problema
de apenas três dimensões. A convergência é lenta para ambos os métodos,
por conta da singularidade da matriz jacobiana.
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7 Conclusão

Neste projeto, foram explorados várias aplicações f́ısicas da decomposição
SVD, em especial, na compressão de imagens coloridas. Vimos que para com-
primir este tipo de imagem, precisamos decompor a figura orignal nos três
padrões RGB e aplicar a SVD a cada um deles. Para recompor novamente
a imagem juntamos cada uma das informações obtidas na decomposição
dos padrões RGB, resultando em uma figura final comprimida. Observa-
mos também, que quanto maior o número de valores singulares adotados
durante a compressão melhor será a qualidade da imagem final. Analisamos
também, a relação entre a SVD e a decomposição espectral para casos em
que as decomposições são equivalentes, quando temos matrizes simétricas e
positivas definidas e para casos em que divergem. Para matrizes retangula-
res, por exemplo, a decomposição espectral não existe, enquanto que a SVD
é para qualquer tipo de matriz.

Com o sumário realizado acerca da Equação de Sylvester, foram anali-
sadas algumas de suas aplicações na Álgebra Linear Computacional. Neste
contexto, destacamos a Lei de Inércia de Sylvester para o cálculo de autove-
tores de matrizes tridiagonais.

Com base nas referência [4], [7] e [8] foi posśıvel provar a equivalência
entre os métodos de iterações simultâneas e o algoritmo QR, demonstramos
ainda a convergência deste último por meio da análise do comportamento
dos coeficientes de Rayleigh.

Finalmente, foram abordados alguns métodos para resolução de equações
homogêneas não lineares: o Método do Ponto Fixo, o Método de Newton e
o Método de Broyden. Neste contexto, foram analisados o desenvolvimento
destes métodos, suas respectivas complexidades computacionais e aplicações
em alguns problemas propostos da ref. [11]. Percebeu-se que a grande des-
vantagem do método de Newton reside na necessidade do cálculo da jaco-
biana a cada iteração, bem como na possibiladade da inversa desta matriz
ser singular. Já para o método de Broyden, ocorre a perda da convergência
quadrática do método de Newton, que é substitúıda por uma convergência
superlinear.

39



8 Referências Bibliográficas
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