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1 Introducao

Este trabalho visa discutir e reforcar topicos importantes da disciplina de Analise Numérica e suas
diversas aplicagoes. Através de definigoes dos teoremas e de rigorosas demonstragoes, de aplicagoes
cotidianas e ilustragoes, foram discutidos os temas da Decomposicao SVD, de Schur e Espectral.
Sera também estudado e discutido a Equacao e da Lei de Inércia de Sylvester, visando mostrar
sua importancia para aspectos tedricos, principalmente, que servem como base em varias questoes
tedricas, mas que também desaguam em intimeras aplicagoes.

Adicionalmente, passaremos a conhecer mais profundamente, estendendo o conhecimento adqui-
rido em sala de aula, o Algoritmo QR e a Decomposigao QR (que sao fundamentalmente diferentes),
trabalhando, respectivamente, questoes relacionadas a ( novamente ) autovalores e a aplicagoes que
podem ser vista em, por exemplo, estatistica - ao debrucarmos sobre ferramenta de Quadrados
Minimos. Por fim, serd estudado métodos para aproximagao de solucdo de sistemas nao-lineares,
utilizando os métodos do Ponto Fixo, de Newton e de Broyden, cujas aplicagoes serao em exercicios
treino e no ramo de estatistica.

2 A Decomposicao em Valores Singulares

2.1 Interpretacao Geométrica 1

Foi escolhido comegar com a intuigao geométrica do problema pois alguns topicos da demonstragao
da decomposicao utilizam argumentos geométricos. Portanto é preferivel, primeiramente, com-
preender a construgdo béasica e o contexto em que serd explicada a demonstracdo (esta primera
abordagem geomeétrica segue [TB97]).

A Decomposi¢ao em Valores Singulares (ou Singular Value Decomposition, "SVD") usa como
motivacao o fato de que a imagem de uma esfera unitaria S sobre o efeito de uma matriz mxn é
uma hiper-elipse, como a figura 1 a seguir nos mostra.

g1 U, A

Tyl

S 5o, A8

Figura 1: SVD de uma matriz 222

O efeito de A em S pode ser claramente percebido como os atos de "esticar"e rotacionar S.
Os fatores que determinam a magnitude do ato de esticar sobre S, com diregdes vy, ..., Uy, Sa0
01,y...,0m (cujos alguns podem vir a ser 0) e as diregdes sdo uq, ..., u,. Ou seja, gostariamos que
o efeito de A em v; fosse o;u;,



A’UZ' = 0;V; = AV =UX A=UXV".

onde,

U e C™™ ¢ unitaria,
V e C™™™ ¢ unitaria,
3 e R™*™  ¢é diagonal.

Portanto, a primeira vista, podemos encarar o SVD como uma decomposi¢ao para encontrar
quem sdo os vetores que geram AS e seus respectivos fatores de escala, o que caracteriza encontrar
a elipse descrita pela figura 1.

2.2 Decomposicao em Valores Singulares

Teorema 2.1. (Decomposi¢cdo em Valores Singulares) Se A € R™*™ entdo existem matriz
ortogonais

U=[uy,...,un] ER™™ ¢ V =lvy,...,v,] € R™"

tal que

UTAV =% e R™™" | p=min{m,n}
onde ¥ = diag(o1,...,0p) ER™™ e01 > 09> ...20,>0

Demonstrag¢io. A demonstracao do resultado segue as propostas de [TB97] e de [Dem97], conside-
rando a idéia principal do primeiro autor e detalhes de aprofundamento do segundo autor.

A prova sera divida em duas partes, as demonstragoes de existéncia e unicidade, que tém a
caracteristica de serem construtivas. Primeiramente comegamos com a de existéncia, cuja idéia é
usar indugao nas dimensbes m e n da matriz A, assumindo que SVD vale para (m — 1)z(n — 1) e
provando para man. Escolhemos v tal que ||v|]a =1 e ||A]]2 = ||Av||2 > 0, o que é possivel pois, ja
que ||A[|2 é a norma do operador, ou seja

A
1Alls = max A2 e 1140[]o,
w20 ||z||  |lll=1
Adicionalmente, escolha u = Hfﬁ um vetor unitério e U , V de forma que U = [u, U ] € Rmam

e V = [v,V] € R*™" sejam ortogonais. Portanto
u* ~ wAv  urAV
UAV = |~ | A V¥ = |~ ~
{U*} V= s geave
Para o caso de m = n = 1, ao lembrarmos que u = H?ﬁ e que u é ortogonal (mais especifica-
mente, que matrizes ortogonais sdo invariantes a norma euclidiana), obtemos

. (Av)*Av _ ||Av|f3
uAv = =
[[Av]l2 [[Av]]2

= [[Avlls = [[Alla =0



e também U*Av = U*ul|Av||y = (U, w)||Av||z = 0 (u e~U* sdo ortogonais, pois sdo colunas de
U e U é ortogonal). Adicionalmente, devemos ter que u* AV = 0 pois, caso contrario,

o =[|All2 = |[U*AV]|2 = ||[1,0,...,0]U* AV |2 = [lo[u" AV]|| > o

, 0 que é uma contradicao'. Logo

N o 0 | 0
vrav = { U*Af/} = [0 A}
Podemos agora aplicar a inducio em A para obter A = U,31Vy, onde Uy inR(—Dz(n—1)
¥ € Rv=D2n=1) ¢ 1} ¢ R*=De(n=1) | Entao

c i o 0 [t 0][e o]t o]
UAV_[O Ulzlvl*}_[o Ul] [0 UJ [0 VJ '

ou equivalentemente,
1 0 o 0 1 0]\"
(b D A 7))

que é a decomposicao desejada.

Agora vamos partir para a unicidade, que utiliza amplamente a interpretacao geométrica que
a decomposicao fornece. Se os comprimentos dos semieixos da hiper-elipse sao distintos, entao
0s 0s proprios semieixos serao determinados pela geometria. Algebricamente, a argumentacao é
baseada nessa interpretacao. Primeiramente, note que o; é unicamente determinado de forma que
o =||4||2, como visto na demonstragdo anterior. Agora, suponha que além de v, existe outro vetor
linearmente independente w com ||w||s = 1 e ||Aw]||s = 1. Defina, também, um vetor unitario vy,
ortogonal a v, como combinagao linear de v e w,

w — (v*w)v
M=y~

llw = (v*w)vl|2

Ja que ||Al|l2 = o, ||Av1]]2 > 0; mas a desigualdade deveria ser uma igualdade pois, como w =
ve+ vy s para constantes c e s (escolhidas de forma que |c|? + |s|> = 1), terfamos ||Aw||2 > 0. Este
vetor v; é o segundo vetor singular direito de A correspondente ao valor singular o, que ird guiar ao
vetor y (igual as ultimas n-1 componentes de V;*v1) com ||y||2 = 1 e ||Ay||z = . Assim, concluimos
que se o vetor singular v nao for dnico, o valor singular ¢ também nao serd. Para completar a
demonstracao, ja que v é unicamente determinado, o espago ortogonal dos vetores v; é unicamente
definido e, portanto, os valores singulares ¢; também, o que completa a demonstragao. O

Adicionalmente, vale ressaltar que em momento algum foi citada a restricao de que a matriz
A deve ser definida-positiva e simétrica. Entretanto, se a matriz tiver estas boas propriedades,
podemos obter resultados mais poderosos, a saber, as Decomposigoes SVD, de Schur e Espectral
coincidem - ao fim da sequéncia de exercicios 1-2, o fato de que estas decomposicoes sao fundamen-
talmente diferentes ficara claro; também sera explicado o porqué de as fatoragoes coincidirem.

Hoi utilizado que [|A||2 = maxzo ”‘ﬁﬂf = /Amax(A*A)



2.3 Interpretacao Geométrica 2

Agora que demonstramos o Teorema 1, temos mais experiéncia sobre matrizes e transformacoes
lineares, o que permite um aprofundamento na questao geométria do SVD. Algebricamente, a missao
do SVD ¢é buscar mudangas de bases no dominio e na imagem (que geralmente sao diferentes) da
transformagao linear

A:R" — R™
A:xr— Az =y.

de forma que a matriz se torne diagonal. Em outras palavras, encontrar um sistema de coorde-
nadas para R" (span(R"™) = {v1,...,v,}) e outro sistema de coordenadas para R™ (span(R™) =
{ui,...,un}) de forma que A seja diagonal (X), i.e, que A mapeie o vetor z = >, fv; em
Yy = Ax = Z?:l O'iﬁiui.

Esta é a teoria algébrica por detrdas do SVD. Entretanto, podemos dar um passo adiante e
enxergar o sentido geométrico escondido nesta transformagao linear. Assumindo que A é nao-
singular, seja S a esfera unitaria em R", S ={z e R" : ||z|]a =1} e A-S={Azx:x € R" e ||z]|2 =
1} ser a imagem de S sobre A. Considere os seguintes fatos

1. v*§=8
2. we XS & |[2w|)3=1.

O primeiro fato leva em consideragdo que V' é ortogonal e, portanto, mapeia vetores unitarios
em vetores unitarios. Mais que isso : como visto em [Wat10], matrizes unitarias preservam angulos
e comprimentos, o que implica que a acao de V* sobre S preserva completamente a estrutura de
S, somente a rotacionando (pois seus vetores linha sdo ortonormais por construgao). O segundo
item nos mostra o efeito da matriz ¥ na esfera unitaria .S, pois gostariamos de saber o que resulta
da aplicacao de um conjunto de valores singulares & um conjunto de vetores-coordenada ortogonais
entre si. O resultado é que se

n 2
wess e |[SwF=3" (Z’) =1,

i=1

que define um elipsoide com eixos principais o;e;, onde e; é a i-ésima coluna da matriz identidade,

o que nos leva a concluir que a matriz esta centrada na origem. Por fim, ao multiplicar cada w = v

por U, temos uma rotagdo da elipse se forma que cada coluna e; se torna uma coluna u;, ou seja, U

é uma matriz de rotagdo e ¥ a matriz de "esticamento". A figura 2, que se encontra em [Dem97],
nos mostra os efeitos de cada matriz na construcao da elipse.



o
o

4 _ .
-4 -2 0 2 4 ii -2 0 2 -

Figura 2: Processo de construgao da elipse Az

Como ilustrado, o processo consistem em, primeiramente, aplicarmos V* em S para rotacionar a
esfera, utilizar uma transformacao de escala com ¥ para alterar o formato da esfera e outra rotagao
com U para encontrar as direcoes exatas.

2.4 Compressao de Imagens Usando SVD

E de interesse estudar o caso de compressao de imagens coloridas utilizando técnicas de SVD. Para
isso, foram utilizadas as dicas mencionadas, além de figuras coloridas.

A técnica de decomposigdo em valores singulares é ttil aqui pois ela remove detalhes desneces-
sarios, mantendo informagao importante. Isso resulta em uma compressao do arquivo, reduzindo
as especificacoes de armazenamento.

Como imagens digitais sdo armazenadas como matrizes, em escala de cinza, o nimero associado
varia em um grau que vai de branco ao preto. Basicamente, a técnica minimiza a necessidade de
nameros diferentes (ou escalas) através da minimizagdo dos nimeros em valores singulares que a
matriz correspondente possui.

De forma geral, a seguinte relacao é valida.

e Uma imagem M, sem nenhum tratamento, e de tamanho m X n pixels, requer zy; = mn de
espaco de armazenamento;



e Apos a aplicacdo de SVD, a imagem toma até zp; = k(m+n+1), onde k é o posto da matriz
M.

Conclui-se que a aplicagdo de SVD reduz o posto da matriz, logo as especifica¢oes de armaze-
namento também sao reduzidas.

Inicialmente, para aplicar essa técnica é necessario converter a imagem colorida inicialmente
para uma escala de cinza. Isso foi realizado utilizando a imagem do tigre e do gato. Nosso caso é
aplicar a técnica para uma imagem colorida, diretamente.

Computadores armazenam imagens coloridas em escalas de Vermelho, Verde e Azul (RGB).
Logo, quando a técnica de SVD é aplicada em imagens coloridas, é necesséria a aplicacao em cada
uma das imagens separadamente.

Através da funcao disponibilizada no anexo, vamos interpretar duas imagens com dimensdes
distintas. Antes, vamos introduzir como o calculo sera feito, seguindo o que foi recomendado na
referéncia.

O valor maximo do posto que resulta em ganhos na compressao pode ser calculada através de:

mn

m+n+1

Logo, k sendo o posto deve ser menor do que esse valor.

A seguir, foram feitas duas implementagoes para imagens de dimensoes diferentes. Note as

diferencas entre os postos e as quantidades de armazenamento. Os valores de k foram escolhidos
especificamente para refletir a percentagem de compressao.

k<

2.4.1 Natureza

Posto | Armazenamento | Percentagem do Original
253 113850 100%
81 57024 50.09%
40 28160 24.73%
20 14080 12.37%

Tabela 1: Tabela Comparativa Para Natureza



Figura 4: Imagem de Natureza com compressao a 50



Figura 6: Imagem de Natureza com compressao a 12.5



2.4.2 Praia

Posto | Armazenamento | Percentagem do Original
2592 10077696 100%

77 5035737 49.97%

389 2521109 25.02%

194 1257314 12.48%

Tabela 2: Tabela Comparativa Para Praia

Figura 7: Imagem de Praia Original




Figura 8: Imagem de Praia com compressao a 50

Figura 9: Imagem de Praia com compressao a 25
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Figura 10: Imagem de Praia com compressao a 12,5

2.4.3 Conclusao

Quanto menor forem as dimensoées da imagem (a figura natureza, por exemplo), mais visivel fica a
distor¢ao. Uma imagem com maior quantidade de pixels consegue manter uma maior fluidez mesmo
ap6s uma compressao pesada.

3 Teorema de Schur e Teorema Espectral

O teorema espectral &, reconhecidamente, um dos resultados mais conhecidos em Algebra Linear,
nos trazendo, consigo, as nogoes de autovalor e autovetor, que tém alto valor tedrico e desdguam
em diversas aplicagoes - como em estatistica, fisica, engenharia e matematicas puras e aplicadas.
Por ser uma ferramente altamente explorada, seu entendimento é feito necessario, o que justifica o
estudo de sua base teorica.

Nao obstante, temos a Decomposigdo de Schur, que pode ser entendida como uma extensao do
Teorema Espectral -pois pode ser aplicada a qualquer matriz quadrada- e que tem papel fundamental
no Algoritmo QR (ver e.g [Wat02], paginas 356-358), onde o problema a ser atacado é a busca de
autovalores. Desta forma, vamos agora estudar os teoremas e seus demonstragoes.

3.1 Teorema de Schur

Teorema 3.1. Decomposi¢do de Schur Seja A € C™™™". Entdo existem U € C™" unitdria, e
T € C™" | triangular superior, tal que T = U*AU.
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Demonstra¢do. A demonstragao do resultado é semelhante a prova da Decomposicao SVD, logo,
novamente iremos fazer uma inducao sobre as dimensoes da matriz A, n. Para o caso n = 1, temos
queA=acR, U=ueR, T=tecR,oqueimplica que a =utu~' =t. Sendo A € Ck=F_ )\
um autovalor de A com autovetor v associado, escolhido de forma que ||v||z =1 e Uy = [v, W], onde
U € Ck** ¢ uma matriz ortogonal (cujos vetores coluna sdo, por exemplo, uma base de C*** com
v sendo a primeira coluna) e W € CF*(k=1) & uma submatriz de U, o que implica que (W,v) =0.
Definindo A; = U{ AU; , vamos & inducio propriamente dita :

b

(Way=0 |0 W*AW

v* v*Av vTAW | ax=we | VA RAW | b
Al—[ }A[” W]_[W*Ay W*AW] = [W*Ay W*AW}

-1 |:>\ v*AW }

oo

0 A

onde w = W*A*v e A = W*AW. Nesta parte, utilizamos a hipotese indutiva de que a De-
composicio de Schur vale para A € C*** nos garantindo a existéncia de T e Ch=Dzk=1) " que é
tringular superior (hipotese do teorema) com T = U AUy, Uy € C*=D#(k=1) ynitaria. Para fazer
o passo indutivo, vamos partir do caso n = k e utilizar a hipoétese indutiva, como planejado, mas
para isso, devemos primeiro definir a matriz Uy para fazer a indugdo. Sendo

1 0t7'
Uy = [0 02} .

temos que

N 1 ot 1 o 1 01 A w*][1 o7 A w* 1 0o
U2A1U2—[o U;] A [o UzHo U;} [0 AHo @Ho U;A [o UJ—

. |:)\ w*Ug :| o |:)\ w*02:| -7
S0 UzAU,) 0 T |
Por fim, T' = U5y AUy = U3U; AU Us = (U U2)*AULUs.  Se definirmos U = UpUs, entao
T =U*AU, como gostariamos.
Vale ressaltar que, ao fim da demonstragao, fica claro a sua similaridade com a prova da De-
composicao SVD, pois os passos principais da indugao sao essencialmente os mesmos.
O

3.2 Decomposicao Espectral

Teorema 3.2. Teorema FEspectral para Matrizes Reais e Simétricas Seja A € R™" uma
matriz simétrica, entao existem U € R™", ortogonal, e D € R™", diagonal, tal que D = UT AU.

Demonstracao. A demonstracao deste resultado é a mesma que a do Teorema 2, exceto pelo fato
de que A é real e simétrica. Logo, novamente iremos fazer indugao sob n, a comecar por n = 1,
que é exatamente igual & feita no Teorema 2 (a tnica diferenga é que U é ortogonal real, ou seja
UT = U~'). Para o caso geral, novamente assumimos que o resultado ¢ vilido para o caso de
n =k — 1 e provamos para n = k.

12



Seguindo as idéias das demonstragoes anteriores, sabemos que A € R () real, pois A é simétrica
e real) é um autovalor de A, com autovetor v € R¥ associado, escolhido de forma que ||v||s = 1.
Adicionalmente, considere U; uma matriz ortogonal com a primeira coluna sendo v e as outras
como um complemento para uma base ortogonal do R¥, i.e, U; = [v, W], onde W € R¥*(*~1) ¢ uma
submatriz de U.

Agora, vamos definir A; = U] AUy, e ver como ficara a estrutura de Aj.

)

l/t :| A [V W] _ |:1/tAI/ VtAW:| A)\;)\V |:yt/\u (WtAtV)t:| <:;V>:1 |:)\ (WtAtl/)t:|
,w)=0

Al:{wt WiAy WPAW Wil WIAW 0 WIAW

A (WEAWY azar [A WAV A W) (a0t ] [a o
0 WIAW | — [0 WAW |~ [0 W'AW |~ |0 WtAW]| |0 A"

de forma que A= WEAW € RE=Dz(k=1) = Ao utilizar a hipotese de indugao, somos garantidos
as matrizes Us, ortogonal, e D, diagonal, de ordens k — 1 tais que D = UL AU;. Entretanto, para
realizarmos a indugao, partindo de UL A;U,, precisamos primeiro definir Us :

1 0
U, = [O UJ |
Logo,

1 0o 1 0] 1 o] [x 01 o] [A o A0
t — ~ A = ~ " k! = 2 s paéso - =
T R R AR A

e portanto D = ULA Uy = ULUL AU Uy = (U1U2) AU Us. Se definirmos U = U Us, juntamos
todas partes da demonstracdo para concluir que D = U AU e finalizar a prova do teorema.
Entretanto, o teorema pode ser extendido, garantido também que as colunas da matriz U sao
os autovetores de A e os elementos da diagonal de A sdo os autovalores de A. Sua demonstracio
utiliza o Teorema 8.2.1, em [Pull5] (pagina 495), com a modificacdo que as colunas de U sao
vetores ortogonais dois a dois e, portanto, linearmente independentes (como pode ser visto em
[JB80], pagina 225), garantindo a validade da extensdo do teorema.
O

4 Consideracoes Adicionais a Respeito das Fatoragoes: teo-
rias, interpretacoes e aplicagoes
Ao fim desta demonstragao, é aberto um espaco para uma importante discussao : a relagao entre a
1. Decomposicao SVD,
2. Decomposigao de Schur,

3. Decomposicao Espectral.

13



Como pode ser visto, ao longos das trés provas, a esséncia de suas demonstragoes sao muito
similares, o que nao é por acaso. Ao observar os enunciados e, atentamente, as suas condigoes,
nota-se que : se comegarmos da decomposicao 3 até a 1, as hipoteses vao se tornando mais gerais e
mais abrangentes. A ligacdo entre as decomposicoes estd em A, a transformagdo x — Ax = y. Se
a matriz for simétrica e positiva definida, entdo, como citado anteriormente, as decomposigoes 3, 2
e 1 coincidem. O caso de simetria implica que o; = |\, que v; = sinal(\;)u;, onde sinal(0) = 1,
(ver e.g, [Dem97| paginas 110-111, teorema 3.3) e que \; € R (ver e.g, [Wat10] pagina 339, corolario
5.4.13). Se for simétrica e também definida positiva, as decomposi¢oes coincidem pois, neste caso,
U =V, e consequentemente A = UXUT.

A Decomposi¢do SVD também tem alta importancia no estudo do teorema do posto e da
nulidade, nos ajudando a complementar o entendimento sobre mapeamentos lineares, dominio,
imagem e postos de matrizes. Uma boa ilustragao deste resultado pode ser encontrando no site do
Professor Gilbert Strang (famoso escritor de livros relacionados a Algebra Linear ), do Instituto
de Tecnologia de Massachusetts, (vide [0T], na capitulo 7 : "Matematica Aplicada e ATA") e em
[Wat02], paginas 263 e 264. A saber, seja r = rank(A) (lembrando que rank(A) = rank(AT)), a
ilustragao nos diz que

R(A) = span{uy,...,u}
N(A) = span{vr41,...,Um}
R(AT) = span{vy, ..., v, }
N(AT) = span{u,y1,...,un}

implicando que R(AT) = N (A)L e que R(A) = N(A)L, onde R ¢ a imagem da transformagao
(do inglés, "range") e A/ é o espago nulo da transformacao.

Um caso de aplicagao muito interessante de aplicacao de Decomposicoes em Valores Singulares
e Autovalores surge na estatistica, no ramo de simulagoes. A geracao de variaveis aleatorias com
distribuicao normal pode ser feita utilizando a ja vista Fatoragao de Cholesky, pois a famosa ma-
triz de varidncia de covaridncia tem a propriedade de ser definida positiva e simétrica. Entretanto,
h4 casos onde esta matriz é degenerada (em outras palavras, a variagao inerente do problema esta
descrita em um espago de dimensdo mais baixo logo, alguns de seus valores singulares serao zero),
forcando a matriz a perder tais propriedades e portanto ndo permitindo uma inteligente aplicagao
da fatoracdo de Cholesky. A decomposi¢do SVD pode entdo ser uma tutil abordagem para este
problema. Problemas de instabilidade numérica também nao sao raros, cabendo uma abordagem
utilizando a Decomposi¢do Espectral (utilizando, por exemplo o Algoritmo de Autovalores de Ja-
cobi), que pode reduzir problemas de estabilidade. Mais informagoes sobre este problema podem
ser encontradas no artigo [JW06], e com motivagoes em [Wik]. Aplicagoes também podem ser en-
contradas em [Wic02| e em [eYS14](este ltimo tem conexdo com o topico "Subespago de Krylov",
visto no decorrer deste curso de MS512).
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5 Equacao de Sylvester e Lei da Inércia de Sylvester

5.1 Equagao de Sylvester

A equagdo linear matricial: (1) AX — XB = C, em que A € R™X™ B ¢ R™" ¢ C € RMX"
sdo dados e X € R™X" uma matriz a ser determinada, é chamada de equacdo de Sylvester. Esta
estrutura de equagao matricial tem tnica solugao somente se nao houver autovalores em comum
entre as matrizes A e B.

Tal equagao é de grande interesse, pois ela pode ser incluida ou vista em varios casos especiais
de problemas importantes como:

> sistema linear Az = x;

> inversdo de matrizes AX = I;

> autovetor correspondente a um dado autovalor (A — bI)x = 0;

> comutatividade de matrizes AX — XA = 0.

Uma outra representagiao de (1) é a seguinte:

(2) (I, ® A— BT @ I,,)vec(X) = vec(C), onde A® B ¢ por defini¢cio dado pela seguinte forma
ai; B, ou seja, o produto de Kronecker e o operador vec "empilha"as colunas de uma matriz em um
vetor longo (as colunas compoem, assim, um vetor coluna). De forma mais didética, o produto de
Kronecker pode ser escrito da seguinte forma, considerando-se as matrizes A € R™X™ ¢ B € R"X":

auB alzB PN almB

ang aggB cee agmB
AR B =

am1B  ameB ... ammB

A matriz de coeficiente (I,, ® A — BT ® I,,,) em (2) tem dimensdo dada por mnXmn e uma
estrutura especial. Para exemplificarmos, vamos considerar o caso em que n = 3. Teremos, assim,
as seguintes dimensdes de matrizes: A € R™X™ B ¢ R3X3, ¢ c R™X3 ¢ X € R™X3,

I3 ® A, de acordo com a definicao ¢ dada por:

inA i2A4 i34
Is®@ A= |inA A ixA

E uma vez que os elementos da diagonal da matriz identidade sao unitarios e fora desta temos
elementos nulos, chegamos no seguinte resultado:

A 0 O
Is A=10 A O
0 0 A

Para BT ® I,,, temos a seguinte notacdo (lembrando que temos de transpor a matriz B, segue
T
que B*):

bir ba1 ba
BT = | bz by b3
b1z baz b33

E entdo BT ® I, é:
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blllm bZIIm bBIIm
BT @1, = | bialy baoly bsol,
b1zl bazl,  bssly,

Consequentemente, a (I3 ® A — BT ® I,,,) resulta em:

A—-biil,,  —baly, —b31 1,
(I3 A= B'"®@1,) = | —biolyy  A—boly  —bsaly
—bi3lp, —bogly, A —basly

Como observamos anteriormente, a matriz de coeficiente é altamente estruturada matematica-
mente, porém, nao é facil de se obter vantagens a partir desta. Assim, o objetivo de pesquisas tem
sido a andlise e a solugdo direta da forma (1). Das varias formulas que tém sido obtidas para tal
solugao, podemos destacar: se fooo exptexpPtdt existir, entdo menos esta integral é uma solucao
para a equagao de Sylvester.

Com o objetivo de mostrar essa teoria mais presente em nossos estudos, podemos observar a
equagao de Sylvester na diagonalizagao de matrizes em blocos. Por exemplo, vamos supor que
queiramos encontrar uma transformacao similar tal que o elemento (1,2) da matriz A de bloco a

seguir seja nulo.
(A Ap
A= ( 0 A

Para isso pode-se determinar a seguinte transformagao:

I =X\ "' [An Ap\ (I -X\ _ [(An 0
O X O A22 0 X B 0 A22

Tal igualdade é valida, se e somente se, A1 X — X Asy = Ays. Assim, a diagonalizacao em bloco
de matrizes é reduzida a resolver a equacao de Sylvester, no qual é possivel resolver, se e somente
se, os autovalores de Aq1 e de Aoy forem distintos.

A equagdo de Sylvester tem muitas variantes e casos especiais, como a equagdo de Lyapunov
AX + XA* = C, no qual x significa a matriz transposta conjugada e a equacao de discreta de
Sylvester X + AXB = C. Além disso, a equagado de Sylvester foi generalizada para varios termos
com coeficientes matriciais em ambos os lados, que nos permite escrever:

(3) YF, 4,XB;, =C.

Para k < 2 e m = n esta equacdo pode ser resolvida em O(n3) operagoes. Para k > 2, nenhum
algoritmo de O(n?) operagoes é conhecido e métodos numéricos eficientes permanece como um
problema em aberto. O sistema **(3)** aparece em discretizagdo de elementos finitos estocasticos
de equacoes diferenciais com entradas aleatérias. As matrizes A; e B; sao grandes e esparsas, e
dependendo de propriedades estatisticas das entradas aleatorias, k pode ser arbitrariamente grande.
Em pesquisas atuais, solugoes iterativas eficientes e precondicionadores tém sido desenvolvidos para
tais sistemas.

> Podemos observar a importancia da determinagdo numérica de autovalores. Os métodos vistos
em aula demonstram sua fundamental importancia e aplicagao para a construcao de uma nova base
e visao teorica.

> Conseguimos notar a importancia da estrutura de matrizes em blocos, referente a diagonali-
zagao de matrizes. No curso de M 5512 utilizamos este conceito principalmente na fatoracao QR
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para a problemas de quadrados minimos. Isto nos evidéncia a necessidade de conceitos s6lidos e
claros, além da interdependéncia dos conceitos estudados.

5.2 Lei da inércia de Sylvester

E sabido que a inércia de uma matriz Hermitiana é um vetor de inteiros (v,¢,7) tal que v & o
ntmero de autovalores negativos, ¢ é o nimero de autovalores nulos e m é o namero de autovalores
positivos. A lei da inércia de Sylvester nos diz que para qualquer matriz Hermitiana A e uma
matriz ndo singular X a inércia de A é a mesma do que X*AX. Esta transformacao é chamada de
congruente, portanto a lei de Sylvester estabelece que o nimero de autovalores negativos, nulos e
positivos ndao muda sob transformacoes congruentes.

Consideremos um exemplo no qual queiramos determinar os autovalores de matrizes tridiagonais
Hermitianas T'. Suponhamos que queremos o k-ésimo menor autovalor de T'. Seja N(x) o nimero
de autovalores que sejam menores do que z. Nos precisamos determinar o ponto onde N (z) pula
de k — 1 para k. E factivel fazer isto pelo método da bisseccio se pudermos computar facilmente
N(x). Vamos supor que podemos fatorar T'— 2] = LDL*, no qual D é uma matriz diagonal e L
¢ uma matriz inferior bidiagonal. Esta fatoracdo pode ser realizada em O(n) operagoes e a lei da
inércia de Sylvester nos diz que T'— zI e D tém a mesma inércia, entao o ntimero de elementos
negativos da diagonal de D sao iguais ao ntimero de autovalores de T'— xI que sao menores do que
zero, no qual é o ntimero de autovalores de T' que sdo menores do que z, isto é, N(z).

Como nao existe nenhum pivotiamento na fatoragao pode-se pensar que esta aproximagao seria
numericamente instavel (que seria de fato caso nosso objetivo fosse resolver o sistema linear com tal
fatoragao), mas no sentido de determinarmos a diagonal de D pode ser mostrado que é perfeitamente
estéavel.

A magnitude dos autovalores depois da transformacao de congruéncia foi mostrado por Os-
trowski como segue: A\ (X*AX) = 0\t A, onde A\, (X*X) < 6 < A\ (X*X), onde os autovalores
Ans- .-, A1 estao ordenados. Este resultado é tatil para o desenvolvimento de pertubagoes minimas
de uma matrix que mudou sua inércia de alguma maneira.

> Uma vez determinado todos os autovalores da matriz T' e quisermos saber o N(z) basta
calcularmos T — I que é equivalente a transformagao LDL*.

> No curso de M 5512 (assim como no curso de M S211) tivemos a nogao dos problemas causados
por perturbagoes em um sistema linear. Além disso, esudamos o nimero de condicao de uma matriz
na qual nos permite também a compreensao de problemas de instabilidade numérica.

6 Meétodos Iterativos para Solucao de Sistemas de Equacoes
Nao Lineares

No mundo contemporaneo, dada a evolugao tecnologica e cientifica atual, a humanidade se depara
com problemas crescentemente mais dificeis, criando a necessidade de se contornar tais problemas
com técnicas mais avancadas. Nesse contexto surgiram os sistemas de equagoes nao lineares, que
surgem com elevada frequéncia em aplicagboes nao triviais. Como exemplos, temos as equagoes
diferenciais, que tém origem na fisica e em engenharias, e a equagao de quadrados minimos nao
lineares, na estatistica.

A maneira habitual de se atacar sistemas de equacbes nao lineares é, ao invés de resolvé-las
analiticamente, utilizar técnicas de aproximagao de suas solucoes, de forma que a solucao esteja
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suficientemente proxima da verdade. Tais aproximagoes serao o foco de estudo deste exercicio, cujo
ponto central é o Método do Ponto Fixo.

6.1 Meétodo do Ponto Fixo

O objetivo de estudarmos aproximagoes para equagoes nao lineares é para se obter a solugao do
sistema

fi(zr, 22, ... ,xn) =0 (1)
fa(z1, 22, 2,) =0 (2)

(3)
falz1, 22, ... 2n) = 0. 4)

onde as fungoes f; nao sao lineares em seus argumentos. A ideia a ser utilizada no método do
ponto fixo é representar este sistema com a fungao F', que mapeia R™ em R™ como

F(zlaJ:Qa"'vxn) = (fl(ﬁCl,l'Q,.--,,In),-.-,fn(xl,ﬂCQ,.-.,IEn)),

tal que

F(x) =0,

e em seguida utilizar um método iterativo que convirja para a solugao exata, seguindo algum
critério de parada. Primeiramente comecamos por definir o que é um ponto fixo.

Defini¢do 1. (Ponto Fixo) A fungdo G de D € R™ em R" tem um ponto fixo em p € D se
G(p) =0.

Agora, seguimos ao teorema principal que ira nos dizer como realizar a iteragdo (este teorema
pode ser encontrado em [eJDF13], p.601-602).

Teorema 6.1. (Ponto Fizo) Seja D = [(w1,72,...,%n),. .., fn)t | a; <x; <b;, para cada i =
1,2,...,n] para alguma cole¢io de constantes ay,asg,...,a, € by, ba, ..., by. Suponha que G é uma
fungao continua de D € R™ em R™ com a caracteristica de que G(x) € D, sempre que ¢ € D.
Entao G tem um ponto fizo em D.

Suponha, adicionalmente, que todas as fungoes componentes de G tem derivadas parciais e a
constante K < 1 exista tal que

dgi(x K
‘ 9:(z) < —, sempre que x € D,
Oz n
para cada j =1,2,...,n e cada fungdo componente g;. Entdo a sequéncia {:c(k)},;“;o, caracteri-

zada por um (0| escolhido arbitrariamente no conjunto D e gerada pela funcdo de iteracdo

2" = G(z*Y), (5)
para cada k > 1, converge para o unico ponto fixo p € D. Além disso,
t

(k) _ <
2~ piloc <

o) — 2o
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O teorema acima nos conta que a maneira com que o método deve ser aplicado. Ele nos diz que,

Método 1. Ponto Fixo: Se F(x) for continua em uma vizinhanga do ponto fizo desejado e se as
fungées © = x(f1, f2,. .., fn) tém derivadas parciais nesta mesma vizinhanga, de forma que

0g;(x)
3xj

K
< —, sempre que x € D,
n

Lentdo o procedimento € realizar a operacdo, utilizando wma aprozimacao inicial (0,

2F) — G(:E(k_l)),
repetidas vezes, atualizando o resultado obtido no nivel k da itera¢ao na funcao de iteragao k+1.

Entretanto, precisamos especificar um critério de parada para que o método nao fique iterante
infinitamente. Um critério razoavel ¢ |[x(*~1) —x(*)|| < ¢, onde € é a magnitude maxima que o erro
pode assumir. Abaixo segue um pseudo-algoritmo para implementacdo do Método do Ponto Fixo
para encontrar uma aproximacao para p = G(p), dado uma aproximagao inicial p.

Algoritmo 1. Ponto Fixo

ENTRADA aprozimagao inicial p, =,
tolerdncia TOL
numero mdzrimo de iteracoes N

SAIDA solugio p = (21,...,,) ou aviso de falha (nimero de iteragées excedido)
Passo 1 Defina k = 1.

Passo 2 FEnquanto k < N realize 0s passos de 8 a 5.

Passo 3 Obtenha G(p,) e faca p= G(p,)

Passo 4 Se ||p — pol| < TOL, retorne p (procedimento foi concluido com sucesso)
Pare.

Passo 5 Facap,=pe
=k+1.

SAIDA retorne a mensagem ’O método falhou apds N iteracies’
Pare.

A sequéncia de figuras a seguir (baseadas em [eVLRL96]), esboga o funcionamento geométrico
deste método numérico, para o caso univariado. As duas primeiras figuras ilustram o caso de
convergéncia que, como podemos ver, refor¢a a ideia de que buscamos uma aproximacao do ponto
fixo p que, por 5, convém de ser a interse¢ao entre a reta identidade e fungdo G(x). Ja as duas
ultimas figuras ilustram situagoes onde a sequéncia nao converge, mostrando que, a cada iteragao,
o método se afasta o ponto fixo.
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e

E X X, Xg X
Figura 11: Interpretacao geométrica; caso de convergéncia 1.

@(x)
y=x

—

X %8 X %o X

Figura 12: Interpretagao geométrica; caso de convergéncia 2.

EXo "l1 X X

Figura 13: Interpretagao geométrica; caso de divergéncia 1.
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y=x

P(x)

SN X

X XEX % x

Figura 14: Interpretagao geométrica; caso de divergéncia 2.

Para um leitor que, pela primeira vez, se depara com esta técnica, o que pode ser visto é que,
primeiramente fornecemos um ponto zy para a funcao e, com esse ponto, descobrimos o ponto x;
que fornece o mesmo valor de (neste caso ¢ para manter a concordancia com a figura ) ¢(z) em
y = x, a reta identidade, e assim por diante. Uma beleza que pode ser vista neste método é que
a sua implementagdo computacional é bem simples, pois basta uma funcao de lago ("loop") para
que o algoritmo se inicie e um critério de parada que termine, o que esboga a simplicidade e fluidez
do método. Todavia, como citado em [eJDF13] (pagina 607), ndo é usual que esta técnica seja
bem sucedida. O que nos obriga a procurar outras formas de aproximar a solugao do sistema nao
linear alvo. Mas o valor do método do Ponto Fixo nao vem exclusivamente de sua implementagao
pratica, mas sim de base teodrica, que inspira muitos outros métodos - nao sé para resolver sistema
de equagdes nao lineares, mas também lineares. Como exemplo, os métodos de Gauss-Seidel, Jacobi
e SOR, além do método dos Gradientes Conjugados. Todos estes tem uma ligacao especial com a
chamada "estrutura de ponto fixo".

6.2 Meétodo de Newton

O método de Newton é uma tentativa de acelerar a convergéncia, em relagao ao Método do Ponto
Fixo. A tentativa é passar de uma convergéncia linear, para uma quadratica, diminuindo o ntimero
de iteragoes. Entretanto, o método continua mantendo uma estrutura de ponto fixo, pertencendo
a familia dos métodos estacionarios.

Supomos, inicialmente um modelo do tipo G(x) = x — A(x) 'F(x), onde A nao-singular &
definido por suas entradas a;;(x) : R® — R, de forma que A deve ser escolhido a garantir uma
convergéncia quadratica para a solu¢ao de F(x) = 0. Em seguida, utilizamos o teorema a seguir
para descobrir que A = J(x), sendo J(x) a matriz Jacobiana, provinda do Célculo Integral e
Diferencial (ver, e.g [Apo69]).

Teorema 6.2. Seja p a solugdo de G(x) = x. Suponha que exista 6 > 0 tal que

1. gfc'j_ é continua em N5 = {x : ||z — p|| < 0}, for para cada i =1,2,...,nej=1,2,...,n;
2. L9@ ¢ ony | Za@ < pp ! tante M N, d
- B0, ¢ continua e |55 < M pare alguma constante M, sempre que T € Ns para cada

1=1,2,....,n,j=1,2,....;.nek=1,2,...,n;
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3. Og;(:) =0para cadai=1,2,...,nek=1,2,...,n.

k) _

Podemos, entao, concluir que o nimero 5 < § existe de forma que a sequéncia gerada por
G(x*=V) converge quadraticamente para p para qualquer escolha de ) satisfazendo ||2(®) —p||o <

5. Mais ainda, vale a desigualdade

2
M
2% = pllo < nTHiB(k*l) — pl|%, para cada k > 1.

Como planejado podemos, agora, utilizar o teorema anterior (que pode ser encontrado em
[eJDF13], p. 608) para definir a fungao de iteragdo que descreve o Método multivariado de New-
tonfR para sistemas nao lineares :

Método 2. Newton Multivariado: Se a matriz J(x) satisfazer as condi¢oes do teorema 3, entao
a fungio que gera sequéncia dada por x*) = G(:c(k_l)), onde

Gl(a) = z— J(2) " F(a),
definida como
2 = Glalt V) = [ a1 Fat )
€ conhecida como Método de Newton para sistemas nao lineares.

Ou seja, se o sistema linear associado F'(x)s = F(x) (vindo de G(x) = x — J(x) 'F(x)), onde
F'(x) = J(x) tiver solucao z* e se for tal que

e [ for Lipschitz continua na vizinhanca de x*
e F’'(x*) for nao singular

a sequéncia dada pelo Método 1 converge. Um pseudo-algoritmo do Método de Newton é dado
a seguir.

Algoritmo 2. Algoritmo de Newton

3 . o . L t L
ENTRADA nimero n de equagdes e varidveis; aprorimagao inicial x = (21, ...,2,)", tolerancia
TOL; nimero mdximo de iteracées N.

~ . t . . ~
SAIDA solugao aproximada © = (x1,...,%,) ou uma mensagem de que o numero de iteragdes
mdzximas foi excedido.

Passo 1 Defina k=1

Passo 2 Enquanto (k < N) faga os passos 3-7
Passo 3 Calcule F(z) e J(z), onde J(x);; = ‘Sf#(f) para 1 <i,j <mn.
Passo 4 Resolva o sistema linear de ordem n x n associado J(x)y = —F(x).

Passo 5 Defina x =z +y.
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Passo 6 Se ||y|| < TOL, entao SAIDA(x);
Passo 7 Defina k=k+1.

Passo 8 SAIDA(’Nimero mdximo de iteragoes excedido’);

Ainda dois pontos importantes a serem citados sobre o método em questao. Primeiramente, ape-
sar do método ter uma taxa de convergéncia quadratica (para o caso univariado, ver e.g [eVLRL96],
p. 72-73), para o caso multivariado, a necessidade de se avaliar e inverter a matriz J(x) a cada
iteragao é um processo bastante custoso, que pode tornar o método invidvel computacionalmente.
Segundo, a matriz J(x) deve ser ndo-singular na vizinhaga do ponto fixo p. Se acontecer da fungao
ser proxima de singular, problemas de instabilidade numeérica surgem, contando como mais uma
-grande- dificuldade.

Para resolver este problema, foram criados métodos que contornem a necessidade de invertermos
J(x). Um exemplo de técnica é o chamado Método de Newton-Krylov, baseado nos Subspagos de
Krylov. Este método utiliza uma estratégia de se resolver um sistema linear associado, de forma que
a solugao deste sistema ja nos garanta [J(x*~1)]71F(x(*~1), removendo a dificuldade da inversio
(para mais exemplos, ver e.g [Kel03]).

Um exemplo de aplicac¢ao (provavelmente o mais famoso, quando se trata do método de Newton)
¢ dado no caso univariado ao se aproximar a /2, conhecido como o Método Babilonico. A técnica
para se obter /7 pode ser expressa, dada uma aproximagéo inicial g, como

To~=T

1 T
xn+1:§ xn—&-x— .

Uma interpretagao geométrica do método de Newton para o caso univariado é tida como : a
partir de uma aproximacao inicial xg, tracamos a reta tangente T' & curva S no ponto G(xp), e
procuramos o ponto z; tal que 7' = 0. Em seguida, avaliamos G(x;) e repetimos o processo. A
seguir é apresentado o este processo iterativo para o caso univariado.

" Xne2 /Xnel XEn X
- I3

1

Figura 15: Método de Newton para o caso univariado
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O método comega a partir de uma aproximacao inicial x,, (pois o procedimento pode estar
iterando ha varias vezes) e calcula a fungdo e sua derivada neste ponto para achar a reta tangente
4 curva no ponto x,. Em seguida, encontra o ponto desta reta tangente que toca a abcissa, obtém
o préoximo ponto x,41 € assim por diante. Mais ilustragoes geométricas sobre o método podem ser
encontradas em [eJDF13] ou [eVLRLI6].

6.3 Meétodo de Broyden

Como citado no toépico relacionado ao Método de Newton, uma dificuldade inerente da técnica é
necessidade de, a cada iteracao, computar a inversa da matriz jacobiana. Este problema pode ser
parcialmente contornado ao resolvermos um sistema linear associado mas, como visto neste curso,
a resolugao de sistemas lineares nem sempre é uma tarefa trivial e que pode se tornar bastante
custosa.

Dada a situagdo em que nos encontramos, métodos mais computacionalmente eficientes sao
desejados. Um opcao é utilizar o Método de Broyden, que permite lidarmos com a resolugao do
sistema linear de uma maneira inteligente, de forma que nenhum sistema linear seja resolvido,
resultando num problema onde s6 sejam avaliados produtos matriz-vetor. Sendo um método da
classe quase-Newton, é de se esperar que mantenha as condi¢oes naturais do método original, ou
seja, devemos partir das hipoteses

1. F é continuamente diferenciavel em alguma conjunto aberto D C R™ e

2. Para um dado x € D e dado s # 0, temos z*t1) = z(F) 4 5.

A maneira que esta abordagem lida com a dificuldade de inversao é proceder em modificar
o Método de Newton de forma a utilizar aproximagoes para suas derivadas parciais, utilizando
diferencas finitas para tal aproximacdo. Por esta razao, escolhemos Bt como uma aproximacao
conveniente que nao deixe de preservar as propriedades da matriz Jacobiana. A luz destes fatos, a
formulacao do Método de Broyden é dada pelas equagoes

g® D) = 20 g RE®) k=0,1,2,... (6)

y ) = Py = pe®), 50 = gk+1) _ 5(k) (7)
[y® — BysT]s®"

Bryr = By + (k)T g(k) ' (8)

Entretanto, ainda nao estamos livres de um sistema linear, este sendo

Bysk = —F(x(k')).

Ao utilizar a formula de Sherman-Morisson, entretanto, conseguimos uma solugdo para este
problema. Escolhendo Hj, = B, LeH k+1 = B, _&1 temos, finalmente o Método de Broyden.

Método 3. Broyden Se F' for continuamente diferencidvel em algum conjunto aberto D C R™ e,
para dados x € D e s # 0, temos 2*tY) = 2(8) 15, 0 método de Broyden serd dados pelo conjunto
de equagoes (6),(7) e (8), se ndo utilizarmos o procedimento de atualizag¢do de Sherman-Morrison
e
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e = 20 g Pe®™) k=0,1,2,... (9)

y ) = Py = pe®), s0) = gk+1) _ 5(k) (10)
[y® — HpsT)s®)"
Hir = Hi + ST 5(k) (11)

se fizermos uso da equacao de Sherman-Morrison.

O algoritmo foi, entao, construido de maneira a contornar os problemas de inversao e solugao
de sistemas linear por iteracdo. Adicionalmente, ao implementarmos esta técnica desta maneira,
somos capazes de reduzir o nimero de operagoes envolvidas em uma ordem de grandeza, tanto
sobre a quantidade de avaliagoes de fungdes escalares (indo de O(n?)para O(n)), quanto sobre a
quantidade de operagoes aritméticas por iteragao (obtido nao s6 pela formula de Sherman-Morrison,
mas também pelas atualizacoes (perturbagoes) de posto unitério da equagao BT = B + vS%SsT)
indo de O(n?) para O(n?).

Entretanto, nao ha s6 ganhos ao se empregar o método pois, sua taxa de convergéncia nao é mais
quadréatica e sim superlinear, debilitando sua velocidade. Este fato pode ser facilmente verificado
ao se observar a quantidade de operagoes por iteragao, que continua sendo alto e bastante custoso,
computacionalmente. Além disso, o Método de Broyden nédo auto-corretivo como o Método de
Newton, o que implicar , em alguns casos, que a matriz By pode nao convergir para a sua equivalente
matriz Jacobiana.

Por fim, abaixo encontra-se um pseudo-algoritmo para o método de Broyden para se obter uma
aproximagao da solugao do sistema néao linear F(x) = 0 , dada uma aproximagao inicial x.

3

Algoritmo 3. Algoritmo de Broyden

ENTRADA nimero n de equagées e incdgnitas; aproximagao inicial € = (x1,...,x,)t; tolerancia
TOL; nimero mdximo de iteracées N.

SAIDA solugio aprozimada = (x1,...,2,)" ou aviso de que a quantidade de iteragoes foi exce-
dida.

Passo 1 Faga k=1 e Ay = J(x), onde J(x);; = gﬂ’: (z) para 1 <i,j<n,
defina, também, v = F(x).

Passo 2 Obtenha Aal (via método de escolha)e armazene o armazene em A.

Passo 3 Faca s = —Av;
r=x+se
k=2.

Passo 4 Enquanto k < N realize os Passos de 5 a 183.
Passo 5 Faca w = v para salvar v,
v= F(x), (Note que v= F(z))
y=v— w. (Note que y=1y,)

Passo 6 Fuaca z= —Ay. (Note que z= —A,;_llyk)
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Passo 7 Faca p = s'z. (Note que p = st A; ' y,)

Passo 8 Fuga u' = s'A.

Passo 9 Fagca A=A+ %(3—1— z)u'. (Note que A= A;')
Passo 10 Faga s = —Av. (Note que s = —A; 'F(z?))
Passo 11 Fag¢a £+ x+ s. (Note que x + zF*t1)

Passo 12 Se ||s|| < TOL, entao retorne x (O procedimento foi concluido com sucesso)
Pare

Passo 13 Faca k=k+1

Passo 14 retorne ("Nimero mdzimo de iteraoes foi excedido’)
Pare

Vale a pena, antes de passarmos para a parte de aplicagoes, lembrar que, para o caso univariado,
o Método de Broyden é popularmente conhecido como o Método da Secante. Mais informagoes
podem ser encontradas em [eVLRLI6] e em [eJDF13].
6.4 Aplicagao dos Métodos de Newton e Broyden

E desejavel colocar em pratica os métodos de Newton e Broyden na resolucio dos exercicios 7 e 11.
Ser4 aplicado, também, a féormula de Sherman-Morrison.

6.4.1 Exercicio 7

O exercicio fornece o sistema nao linear:

1
3x1 — cos(xax3) — 3= 0
1
xf—625x§—120
107 — 3
e 4 20y + 7”3 -0

que tem uma matriz Jacobiana singular na solucao. E pedido a aplicacio do método de Broyden
com valor inicial de x(®) = (1,1 — 1)*. O algoritmo utilizado encontra-se no anexo.
A matriz Jacobiana, utilizada, foi:

3 x3sen(rars) wosen(xaxs)
J = 211 —2 % 62529 0
—Ige” T1¥2  —pieTT1¥2 20

No mesmo sistema, foi utilizado o algoritmo de Newton. A implementacao também se encontra no
anexo.

Também utilizou-se a férmula de Sherman-Morrison, para eliminar a necessidade de inversao da
matriz.
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6.4.2 Exercicio 11

O exercicio 11 é relacionado com o exercicio 13 da segao 8.1. Como introdugao, aqui esta o que foi
pedido.

Quer-se determinar a relagdo entre o peso (W) em gramas de larvas da espécia Pachysphinx
modesta e seu consumo de oxigénio (R) em mililitros por hora.

Foi assumido, através de conhecimento biologico prévio, que essa relacao é da forma

R=0bWw*

Em um primeiro momento, foi ajustado o seguinte modelo de regressao linear ordinéria.

InR=Inb+alnW +¢

No relatorio anexo, ha também o célculo do erro associado com a aproximacgao e a modificagao
do modelo adicionando o termo quadratico.

E de interesse, porém, ajustar o modelo sem a transformacao. Para isso, é necessario encontrar
as constantes a e b que minimizam

n
2
— a
f(a7b)_ E (Rl_bwz)
i=1
Para isso, foi apresentado o seguinte sistema nao-linear com incégnitas a e b.

5 . 3
% — ; wilog(w;) — b; Riwflog(w;) =0
5f - 2a - a
e
J = 207 30 witlog? (wy) — bY 7 Riwflog?(w;) by 7 wi®log(w;) — Y1 | Rywflog(w;)

2b Z?:l wf“log(wi) - 21;1 Riwilog(w;) Z?:l w?a

7 Argumentos para a compreensao da convergéncia do algo-
ritmo QR

Com o objetivo de determinar o conjunto de todos os autovalores de uma matriz cheia, podemos
utilizar o algoritmo QR. Dada uma matriz A de ordem n, este método consiste em construir uma
sequéncia de matrizes, Ay, Ao, ... como segue:

Fazemos A; = A. Posteriormente realizamos a fatoragao QR da matriz A, ou seja, Ay é reescrita
como o produto Q1 Ry, isto é, Ay = Q1R tal que @1 é ortogonal e Ry é uma matriz triangular
superior. No que segue, fazemos Ay = R;1Q1, que também pode ser fatorada como Qo Rs. Assim,
repete-se o processo, obtendo de maneira geral a seguinte estrutura Ay = Rip_1Qr_1 = QrRy.

Este método é uma implementagao coerente de iteracoes simultdneas, no qual por sua vez
é uma extensao ou generalizagao do método das poténcias. Com isso, passaremos por questoes
fundamentais como o método das poténcias, iteragoes em subespagos, iteragoes simulténeas e por
fim a ané&lise de convergéncia do algoritmo QR.

27



7.1 Meétodo das poténcias

O método das poténcias consiste em escolhido um vetor v e aplicando a matriz A pela esquerda
deste vetor, obtemos a seguinte sequéncia: v, Av, A%v, A3, .... Na pratica é preciso redimensionar o
vetor em cada passo de maneira ordenada para verificar e julgar se a sequéncia esti convergindo.
Assumindo uma estratégia razoavel de escala (redimensionamento), a sequéncia de iteragoes, em
geral, convergird para um autovetor de A. Isto nao é uma tarefa muito dificil de ser analisada.
Suponhamos que A possua os seguintes autovalores A1, Ao, ..., A, com Ay > Ay > --- > \,. Vamos
assumir por simplicidade que A é simples, isto é, A tem n autovetores linearmente independentes
(LI) v1,va, ..., v,. A hipotese fundamental é aquela que estabelece que A\; > Ay (determinante para
obtermos a nogao de taxa de convergéncia). Vamos comegar com um vetor v que pode ser expresso
como combinagao linear dos autovetores da matriz A como segue: v = cqv1 + CoUs + ... + CpUy.

Sabemos que a definicao de autovalores e autovetores é dada por Av; = A;v;. Multiplicando
pela esquerda o vetor v definido anteriormente, temos:

Av = c1 Avy + coAvg + ... + ¢, Av,.
E assim, com o uso da definicao, segue que:
Av = ci \v1 + caXava + ... + A\ Un-

Aplicando novamente a matriz A pela esquerda, temos A2v = ¢1 A\ Avy +ca o Ava+ ...+ cpdn Avy, que
consequentemente chega-se a A%v = ¢; /\%vl +co /\%’Ug +... —l—cn)\%vn. De maneira geral, multiplicando
A pela esquerda m vezes chegamos no seguinte resultado:

A" = 1 A1 + A g + . F e AN .

Se A; fosse conhecido previamente, poderiamos redimensionar cada passo por este, isto é, obte-

rfamos a seguinte igualdade:
m
(A)\T{:; =1V + 02(;—?)'”112 + ...+ Cn(%

Com efeito, essa igualdade converge para o autovetor c;vi, considerando-se que c¢; € diferente
de zero (a condi¢ao de ¢; # 0 é equivalente a v ¢ (va, ..., vy,), isto é, v ndo pertence ao subespago
gerado pelos vetores (va,...,v,)). A convergéncia é linear, com razao de convergéncia dado por
aproximadamente |Ag/A1].

Esta estratégia de redimensionamento nao pode ser obtida em problemas reais, mas a escolha
exata da estratégia de redimensionamento nao é muito importante. O fator de extrema relevancia
¢é a direcao, nao o tamanho aplicado nesta.

Outra estrutura teoérica fundamental para a compreensao da convergéncia do método QR é a
ideia de subespacos de iteracao.

)" U,

7.2 Iteracao em subespacos

O autovetor v; é a representacao do auto-espago (v1). Da mesma forma, a sequéncia

v, Av, A%v, A3v, ...,
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deve ser vista como representativa de um espago (A™v), no qual todos os componentes desse espago
é gerado por este elemento.

O método visto anteriormente (método da poténcias) deve ser visto como um processo de ite-
ragdo de subespagos. Primeiramente inicia-se com um espac¢o unidimensional S = (v) (definido
anteriormente como combinagao linear dos autovetores de A) escolhido. Entdo, realiza-se iteragoes
sequenciais a partir desse espago inicial, isto é, obtém-se a sequéncia:

1.5, AS, A%S, A3S, .... Esta sequéncia converge para o autoespago T'= (v1) no sentido de que o
angulo entre A™S e T converge para, zero.

De maneira geral, pode-se escolher um subespago S de dimensao k e construir a sequéncia
definida em 1. Esta convergird, em geral, para o subespaco invariante gerado pelos primeiros k
vetores. Vamos continuar com a hipdtese de que A é simples, ou seja, n autovetores linearmente
independentes dados por vy, va, ..., v,. Sejam T = (v1, V2, ..., V), U = (Uk41, Vk42, vy Up) € VAINOS
assumir que |\ > Ap41]. Ambos, T e U sdo invariantes sob A, e sdo definidos como espagos
dominante e co-dominante respectivamente. Devemos notar que a sequéncia 1 em sua maioria
converge para 1.

Para discutir a convergéncia de subespacgos nos definimos uma medida no conjunto de subespagos
k-dimensionais dos C™ como:

d(5,T) = sup (inf||s —t[]2),
seSillslla

tal que || @ ||2 ¢ a norma euclidiana. O resultado principal para a convergéncia de subespagos é:

Teorema: sejam T e U espacos dominante e co-dominante, respectivamente, como os definidos
acima e seja S um subespaco k-dimensional de C™ tal que SN U = (0). Entdo, existe uma
constante C' tal que d(A™S,T) < C|Ag41/ k|™ para todo m. Assim A™S — T linearmente com
razao |>\k+1/)\k|-

Seja v um vetor nao nulo pertencente ao subespago S. Vamos mostrar que a iteraggo A™v se
torna cada vez mais proxima de T' & medida em que m aumenta. Além disso, v deve ser escrito como
v =cC1v1 + -+ CpUk + Ck+1Vk+1 + - - - + CnUp, iSto é, v é representado em termos dos componentes
dos espagos T e U. Desde que v ¢ U, pelo menos um dos coeficientes ¢y, ..., ¢, deve ser ndo nulo.
Multiplicando sucessivamente o vetor v por A, temos:

Av =1 Avy + -+ + e Avg + 1 Avgpr + - -+ e Aoy
que por definicdo de autovalor e autovetor chegamos em:

Av =i \ur 4 -+ CpARUE F Cop1 A1 Vk41 + - F Cr AR Un.

1

Repetindo este processo m vezes e multiplicando por v chegamos no seguinte resultado:
k

AT /A = 1 (M /M) "o+ A er—1 (=1 /M) " Vk— 1 A1 (N 1/ AR) U1+ e (A /AR) " Uy

Conseguimos perceber que os coeficientes nao nulos dos componentes de T' aumentam, ou pelo
menos nao diminuem & medida em que o valor de m aumenta. Ao mesmo tempo os coeficientes dos
componentes de U tendem a zero linearmente com taxa dada por |Ag+1/Ak|. Cada sequéncia A™v
converge para T na mesma taxa, assim o limite de A™S converge para T .

29



Subespacos invariantes sao de interesse para obtermos autovalores, pois eles permitem reduzir
o problema. De fato, seja @ = [@Q1Q2] uma matriz unitaria cujas primeiras k colunas (Q;) formam
uma base ortonormal para o subespago invariante 7. Com isso

s an_ (QTAQ1 QTAQ2Y\ _ (A A
QAQ‘(Q%AQl Q%A%)‘(o A22>

tal que Q3AQ1 = 0, pois T é invariante.

Assim, o problema de autovalores para a matriz A foi dividido em dois subproblemas menores
de autovalores A;1 e Ass. Na pratica nunca conseguimos obter um subespaco invariante. Apesar
disso, tem-se um subespago A™S tal que d(A™S,T) é pequena.

Seja P = [P, P,] uma matriz unitaria tal que as primeiras k colunas de P; gerem A™S, e seja:

Bi1 B2
P*AP =
<321 322)

Como A™S — T, seria de se esperar que By; deve convergir para zero na mesma taxa. A
volta disto também é valida, isto é, se By; — 0 as colunas geradoras de P, se aproximam de um
subespago invariante de A na mesma taxa.

7.3 Iteragoes simultaneas

Este método é o significado préatico de iteragoes em subespagos. Seja S um subespago k-dimensional
de C™ tal que SNU = 0. Assim S nao contém vetores nulos de A, desde que todos os vetores
nulos estejam em U. A partir do Teorema visto anteriormente fica claro que A™S NU = 0 para
todo m e portanto A™S nao possui vetores nulos. Vamos considerar que os vetores ¢, ... ,q,g
formam uma base de S. Assim, claramente podemos notar que: Aq, ..., Ag) gera AS. Eles sao
LI também, porque S ndo tem vetores nulos e portanto formam uma base de S. Da mesma forma
A™(g)),. .., A™(q}) forma uma base de A™S, m = 2,3,4,.... Assim em teoria, pode-se iterar sobre
uma base de S para obter bases para AS, A%2S, A3S,.... Embora essa estrutura seja interessante,
existem razoes do porque nao é aconselhavel realizar tal procedimento:

A os vetores terao que ser redimensionados em ordem com o objetivo de evitar problemas de
overflow e underflow.

B: cada sequéncia ¢, A(¢?), A%(¢?),... independentemente converge para o subespaco domi-
nante (v1). Para m suficientemente grande os vetores A™(q?),..., A™(q?) tomam quase a mesma
direcao, isto é, temos uma base mal condicionada. Isto pode ser evitado, mudando cada base obtida
em cada passo por uma base bem condicionada no mesmo subespaco. Provavelmente a maneira
mais eficiente de fazer isso seja a orto-normalizagao. Assim, o procedimento de iteragoes simultaneas
é recomendado os procedimentos:

C: dado ¢7*, ..., q;* uma base ortonormal de A™S, calcula-se Aq}*, ..., Aq)*
D: ortonormaliza-se AgT", ..., Agy* da esquerda para a direita chegando em gttt q,TH, que

é uma base ortonormal de A™+1S.
O procedimento de iteragoes simultaneas tem uma propriedade importante em relagéo a iteracao
em subespacos de baixa dimensao, sem custo extra. Seja

Si:<q(1)7~~',Q?>7i:1,...,k.

30



Entdao, AS; = (A¢?,...,A¢Y) = (qi,...,q}) para todo i, desde que o procedimento de orto-
normalizagao preserve o subespago. Em geral temos

A"S; = (g, ..., q™),i=1,... k.

Com isso, iteragoes simultaneas procuram nao somente subespacos de dimensao k, mas também

subespagos de dimensoes 1,2,...,k — 1.
De maneira simplificada, vamos verificar o que acontece quando iteragoes simultaneas é aplicado
a um conjunto completo de vetores ortonormais ¢?,¢3,...,¢%. Para k =1,2,...,n — 1 sejam

Sk = <q(1)7q377q2>)Tk = <U1,...,'Uk>,Uk = <Uk+17’~~avn>

e vamos assumir que S N Uy = (0) e |A\x| > |Ak41]- Assim, A™S; — T} linearmente quando
m — oo. No que diz respeito a base, isto significa que ¢7*,...,q," convergird para uma base
ortonormal q1,qa, ..., q, tal que os primeiros k vetores geram um subespacgo invariante T}.

7.4 O algoritmo QR

Teorema: seja A uma matriz complexa de ordem n. Entao existe uma matriz unitaria (Q e uma
matriz triangular superior R tal que A = QR. Se A é nao singular, entao a matriz R deve ser
escolhida de tal forma que as entradas da diagonal principal sejam positivas. Neste caso @) e R sao
unicamente determinados.

Nao somente a existéncia é garantida, mas também @) e R podem ser determinadas por um
algoritmo estavel com um custo de %n?’ multiplicagoes. A decomposicdo QR é uma realizagao
de orto-normalizagao de Gram-Schmidt. De fato, vamos supor que a matriz A é nao singular,
ai,...,a, representem suas colunas e qi,...,q, sejam as colunas de Q). Entao, temos a; = q1711,
as = q17T12 + q1722 € em geral segue que:

ar = 1"k + Q2rok + - - + QT

ree >0ek=1,2,...,n.

Assim, (a1) = {q1), (a1,a2) = {q1,q2), e em geral {ay,a9,...,ar) = {(q1,92,-- -, qk), k=1,...,n.
Isto é, as colunas de @ ortonormalizam as colunas de A.

Com o auxilio da decomposicao QR, nés vamos expressar iteragoes simultdneas em forma
matricial como segue: seja Qm a matriz cujas colunas sdo ¢, ¢5*,...,q" (assim como foi defi-
nido na parte de iteragoes simultaneas). Se fizermos D,,11 = AQm, entao as colunas de Dy, 1
sao Aqi", Agy', ..., Agy'. Estas colunas podem ser ortonormalizadas pela decomposi¢ao QR como
D1 = Qi1 Rimy1. Assim, pode-se escrever: 1

Dm+1 = AQAvaerl = QmRm+1~

Uma maneira de verificar se ha convergéncia depois de m passos é realizar transformagoes
similares:

2 A, = Q;AQm e observar se a matriz A,, converge para uma matriz triangular superior.

Vamos supor que comegamos com QO = I. Isto é, comegamos com a base ey, ..., e, de vetores
unitarios padroes. Assim, D1 = Ae A= Dy = QlRl. Fazendo Q1 = Ql nos temos A = Q1 R;.
Encontrando A; como uma matriz ndo triangular superior, tomamos mais um passo (agora temos
duas matrizes A e A; que podem ser vistas como operadores lineares em sistemas de coordenadas
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diferentes). Continuando a operagdo em A, calculando Dy = AQq e Dy = Q3R,, ou podemos
realizar operagoes equivalentes em A;. Um vetor no qual é representado por v no sistema de
coordenadas de A é representado por QTU no sistema A;. Portanto, os vetores ¢1,...,q. no sistema
A se tornam eq,...,e, no sistema A;. Assim equacdo Dy = AQl é equivalente a A1 = A1, e
a decomposicio QR Dy = Q2R ¢ equivalente a decomposicao QR de A1 A7 = QaR, (o Ry €0
mesmo nestas decomposi¢oes anteriores devido a unicidade da decomposigao QR).

Se tivéssemos escolhido operar com a matriz A; poderiamos verificar a convergéncia calculando
Ay = QgAng = Rs@3. A equagao Qg = @1Q2 garante que A, é a mesma que aquela em 2.
Nos podemos continuar esse processo para produzir uma sequéncia de matrizes A,,, onde A,, 1 =
QmRma Am = RQO 3.

Este é o algoritmo QR, e como nos ja vimos, é equivalente com as iteragoes simultaneas. A
matriz 3(A4,,) é a mesma que aquela apresentada em 2. R, de 3 é o mesmo que aquele de 1, e o
Qum de 3 esta relacionado com o Qm de 1 como:

4Qm=0Q1Q2...Qn. R

Q. ¢ a mudanca de coordenada no passo m, enquanto que @,, é a mudanga acumulada de
coordenadas depois de m passos.

Tendo estabelecido que QR é iteracao simultdnea comegando com os vetores ey, ...,e,, nos
podemos concluir que a sequéncia A,, gerada por QR converge para uma forma triangular (ou pelo
menos triangular em bloco), desde que as condigoes de subespagos fornecidas:

<61,...,€}€>ﬂ<1}k+1,...,’0n>:(0),]€:1,...,7’L—1

sejam satisfeitas.

7.5 Observagoes
7.5.1 Meétodo das poténcias e suas extensoes

Vamos assumir que estamos lidando com uma matriz A € C™" que é semi-simples, isto é, que
possui n autovetores LI, associados com n autovalores, respectivamente. Além disso, consideremos
que A\ > Ao > -+ > X\, e que g pode ser escrito como combinagao linear dos autovetores de A, ou
seja:

q = C1V1 + CoUg + + - + CpUp.

Multiplicando pela esquerda o veto ¢, obtemos:
Aq = c1Avy 4+ coAvg + - - - + ¢, Av,.
E pela definicdo de autovalores e autovetores Av; = \;v;, obtemos a seguinte igualdade:
Aq = c1 M1 + oAU + - -+ A Un.
Aplicando A j vezes seguidamente & esquerda do vetor ¢, chegamos no seguinte resultado:
Alg = clA{vl + CQ)\%"UQ 4ot cn)\%vn.
Desta ultima igualdade podemos colocar A\; em evidéncia e assim:

Alg = )\{(clvl + oMo/ M) vg + -+ (A /A1) vn).
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Com a igualdade encontrada anteriormente e considerando o fator )\{ irrelevante, notamos que o
componente c;vy se mantém fixo e os outros componentes tendem a zero com taxa \)\2 / A1 \j . Assim,
observamos a convergéncia para um miltiplo do vetor v;.

A cada multiplicacdo realizada anteriormente para chegarmos na forma A7q, isto ¢, cada q, Aq, A%q, .. .,
nada mais é do que a representagao unidimensional de um subespago que cada componente gera.

Com isso, podemos reescrever e assim reinterpretar g, Ag, A%q, ... como uma sequéncia de su-
bespacos unidimensionais S, AS, A%2S, A3S,... que convergem para o auto-espaco que é gerado po
V1.

Assim, conseguimos verificar que o método das poténcias é um método de iteracdo de subespagos
(conceito descrito anteriormente).

Neste ponto é vantajoso realizar uma pequena generalizacdo. Seja m um ntmero pequeno tal
como 1,2,4,6, escolha m shifts p1,...,pm € C, e faga

p(A) = (A= p1l)(A=p2I) ... (A= pnl).

p(A) tem os mesmos autovetores de A, e autovalores correspondentes p(A1),...,p(A,). Vamos
ordenar tais valores como [p(A1)] > [p(A2)| > ... |p(An)|- Entd@o se |p(A1)| > |p(A2)], os subespagos
de iteragoes dados por:

S,p(A)S, p(A)%S,p(A)3S, ...

impulsionados por p(A4) (para quase toda a escolha de um subespago inicial S) convergem para o
subespago invariante gerado por vy, ..., v linearmente com razao |p(Ag+1)/p(Ak)|-

A vantagem é dupla ao se realizar esta generalizagdo. Primeiro, os shifts realizados (essenciais)
permitem rapida convergéncia. Segundo, é um preparativo para as iteragoes QR.

Proposigao: Para A € C™*", existe uma matriz unitaria Q € C™" tal que Qe; = [x para
algum 8 # 0 e B = Q*AQ é uma matriz superior de Hessenberg. ) e B podem ser calculados
diretamente em aproximadamente ?n?’ flops. @ é o produto de n — 1 reflexoes.

7.5.2 Matrizes superiores de Hessenberg

A chave para a eficiéncia é trabalhar com matrizes de Hessenberg. Uma matriz H é superior de
Hessenberg se h;; = 0 sempre que ¢ > j + 1. Devido ao fato de matrizes de Hessenberg serem
proximas da forma triangular, elas s@o baratas de se trabalhar.

Toda matriz A € C"™*™ é unitariamente similar & forma superior de Hessenberg. A transformagao
similar pode ser realizada por uma sequéncia de n — 1 reflexdes (transformagoes de Householder) a
um custo de O(n?) flops.

7.5.3 Subespacos de Krylov

O subespago de Krylov esta intimamente relacionado com as matrizes de Hessenerg. Dado x # 0, o j-
ésimo subespago de Krylov associado com A e z, denotado por K;(A, ) = span{x, Az, A%x,..., A7 'z}
(interessante notar a estrutura que definimos anteriormente em relagdo ao produto em sequéncia
da matriz A e o vetor ¢, e o subespago agora definido).

Sejam ey, ...,e, as colunas da matriz identidade nzn, como o usual. Uma matriz superior de
Hessenberg ¢ propriamente superior se h;; # 0 sempre que ¢ = j + 1.

Lema 1: se H ¢é propriamente superior de Hessenberg, entao K;(A,e1) = span{er, ez, ...,€;},
j=1..n.
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Lema 2: se z = p(A)ey, entao p(A)K;(A,e1) = K;j(A,x), j=1,...,n.

A ligacao entre o subespaco de Krylov e matrizes propriamente superiores de Hessenberg: em
transformacoes similares para obtermos a forma superior de Hessenberg, as colunas principais da
matriz de transformagao geram subespagos de Krylov.

Proposigao: suponha que B = Q 'AQ e B seja propriamente superior de Hessenberg. Seja
q1,---,qn as colunas de ). Entao,

span{qu,....qn} = K;(A, q1).

7.5.4 Aspectos de convergéncia

Os passos dados na fatoracao QR sao efetivamente subespagos de iteragao dirigido por uma matriz
fixa: p(A) = (A — p1I)... (A — pn 1), tal que p1,..., p, sdo shifts determinados previamente.

Devido a mudanga do sistema de coordenada em cada passo, esta versao de subespagos de
iteragao mantém o subespago fixo e muda a matriz em cada passo.

Vamos supor que os autovalores sao: [p(A1)] > [p(A2)] > -+ > [p(An)]-

Para cada j no qual |[p(\;)| > |p(Aj4+1)], o subespago span{ei,...,e;} fica cada vez mais perto
de um subespaco invariante de Ay, & medida em que k aumenta. span{ey,...,e;} é invariante em
relagdo a Ay, se e somente se,

(A A jzj
AK—(O A22>’ A eC

nos inferimos que a convergéncia do subespacgo de iteragdo implicard em convergéncia de Ay para a
matriz de bloco triangular dada na forma acima. Isto acontece nao s6 para uma escolha de j, mas
pra todos os valores de j no qual |[p(A;)| > [p(Aj41)]-

Agora consideremos a situagao na qual nao houve convergéncia, mas muito perto de convergir.

Entao, nés temos:
Ann A
A =
4 (A21 Az

onde Aj; tem uma entrada ndo nula, na qual é pequena. Os autovalores de Ass nao sao
An—m-+1, s An, Mas eles estdo perto. Neste ponto faz sentido utilizarmos os m autovalores de Asg
como novos shifts py, .., p, para iteragdes subsequentes. O novo p(z) = (z—p1)(z—p2) ... (2 — pm)
terd p(Ap—m+1), -, P(An) muito pequenos, porque cada um desses A; é bem proximo de um dos p;.
Por outro lado, nenhum dos p(A1), ..., p(An—m) serd pequeno, por que nenhum dos A; é préximo
o suficiente de qualquer um dos shifts. Assim, a razao |p(An—m+1)/P(An—m)| vai ser muito mais
pequena do que 1, e a convergéncia sera acelerada. Depois de mais algumas iteragoes, nos teremos
aproximagoes muito melhores para A,_;;41, ..., A, € n0s podemos usar estes como novos shifts,
acelerando ainda mais a convergéncia.

8 Conclusao

8.1 Sobre as Decomposigoes

Como visto ao longo das demonstragoes das decomposigoes, a fatoracao SVD pode ser vista como
uma extensao da fatoragao de Schur que, por sua vez, é uma extensao da decomposicao espectral
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no caso de simetria, no campo dos reais. Adicionalmente, vimos que a ligacao entre elas esta na
matriz A, que é um mapeamento linear levando x em Ax = y, e que este mapeamento tem como
implicacdo geométrica o fato de que A transforma uma hiper-esfera S em uma hiper-elipse Ax.
Vimos também as implicac¢oes tedricas desta decomposigdo : se a matriz A for definida positiva e
simétrica, entdao as fatoracoes coincidem e os valores singulares se tornam autovalores. Este fato,
além de esbocar a belissima entre as decomposicoes, é muito ttil de ponto de vista téorico, assim
como as implicagoes algébricas da Fatoragao SVD, que podem ser encontradas na pagina 14.

Para finalizar, estas fatoragoes nao tém somente aplicagoes teoricas. Como exemplo, temos o
processo de compressao de imagens, que tem como objetivo reduzir o tamanho da imagem sem
reduzir drasticamente sua qualidade, assunto explorado nas paginas de ntmero 5 até 11. Esta
aplicagao tem papel muito importante atualmente por causa do advento do celular, pois se tornou
rapido e facil, hoje, tirarmos fotografias (para dar mais peso a importancia da técnica, vale relembrar
que programas como Snapchat usam fotografias como sua principal fonte de renda).

8.2 Sobre os Sistemas Nao Lineares

Sobre sistemas de equagoes nao lineares, pode-se observar que muitas técnicas sao provindas de
problemas, em geral, complicados e que muitas vezes néo tem soluc¢do analitica desenvolvidas (ver,
e.g, [Kel03], segdo "Equagdo-H de Chandrasekhar", que tem origem, por exemplo, na transferéncia
de radiagéo e secao "Equagoes de Ornstein-Zernike", com origens na fisica-estatistica), servindo de
motivagao para buscarmos a abordagem numérica para aproximacao de solu¢ées . Um exemplo nao
tao complexo quanto geralmente é, mas que é bastante representativo da classe a que o problema
pertence é a aproximagao numérica da solucao do sistema de equagoes diferenciais na pagina 27.
Também foi percebido que existem muitos métodos derivados do Método de Newton, sendo
derivados a partir de modificagbes desta técnica. O Método de Broyden, por exemplo, utiliza as
mesmas suposicoes que o de Newton, mas utiliza métodos numéricos de aproximacao de derivadas
(mais especificamente, o diferengas finitas) para contornar a grande quantidade de flops envolvidos
a avaliacao e inversao da matriz Jacobiana, sem que a matriz resultante da aproximagao perca
as propriedades nao ad. hoc. de J(x). Entretanto, apesar de conseguirmos evitar uma grande
quantidade de operagoes, a quantidade total de flops se mantem é elevada e ainda temos que sua
taxa de convergéncia cai, passando de quadratica (ao se utilizar Newton) para superlinear. Neste
caso, porém, trocar taxa de convergéncia por uma redugao dramatica no namero de operagoes ainda
se configura como uma vantagem, o que faz o Método de Broyden ser relevante para aplicagoes.

8.3 Sobre a Equacao de Sylvester e sua lei de Inércia e o algoritmo QR

Inspirados pelas questoes propostas no projeto conseguimos averiguar o rigor matematico necessario
para construgao e consolidagdo das teorias estudadas. Conseguimos estabelecer as conexoes com o
contetudo apresentado em sala de aula, assim como observar a amplitude de aplicacoes de conceitos.
Mais do que isso, diagnosticamos que com operagoes fundamentais, como soma e multiplicacao de
matrizes, pode-se obter teorias muito ricas.

Por exemplo, no estudo da Equagao de Sylvester pudemos entrar em contato com a teoria
de processos estocésticos, relacionado com as entradas aleatorias das matrizes e o processo de
diagonalizagdo de matrizes por blocos. Além disso, tal equagdo aparece em teoria de controle e
redugao de modelos. Estes assuntos estao associados com matrizes suficientemente grandes, esparsas
e com posto pequeno (nimero de colunas ou linhas linearmente independentes).
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Ademais, estudamos também a Lei da Inércia de Sylvester, no qual nos possibilita calcular os
autovalores de uma matriz por uma transformagao chamada de transformagcao congruente. Esta lei
pode ser aplicada em matrizes Hermitianas tri-diagonais com o objetivo de se calcular os autovalores
desta.

No que diz respeito ao algoritmo QR pudemos revisitar questdes importantes de algebra linear
como resolucao de sistemas lineares (assim como na Equagio de Sylvester), conceitos de espagos e
subespagos vetoriais, operadores lineares entre outros.

O algoritmo QR é de facil compreensao ao construir sequéncias de matrizes e nestas aplicar a
fatoragao QR. O nosso principal suporte teérico com grande peso foi a teoria desenvolvida baseada
na iteracdo de subespacos e iteracoes simultineas. Nas iteracbes em subespacos temos, de forma
simplificada, que uma sequéncia dada pelo produto de matriz vetor converge para o subespaco
dominante e invariante. Porém, na pratica, tem-se a distancia entre os subespacos como uma
maneira de determinar a convergéncia destes. Em relacao as iteragdes simulténeas é a aplicagao
das iteragoes em subespagos conjuntamente com o processo de orto-normalizagao.
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