
MS 211 - LISTA DE EXERCICIOS No. 3RESOLUÇ�O DE SISTEMAS LINEARES 2o.semestre de 20121.)Os exeríios sugeridos nesta lista foram, em sua maioria, extraídos dos livros: Cálulo Numériode Mária A. Gomes-Ruggiero, Vera L. Roha Lopes e Métodos Numérios de Cristina Cunha.2.)nos exeríios, a notação para as matrizes e os vetores são dados na forma omo são representados noMatLab. Por exemplo a matriz A =

(

3 5 7
2 6 8

) no MatLab seria esrita omo: A = [3 5 7; 2 6 8 ].Observe que a ordem de entrada é por linhas e ada linha é separada da seguinte por ponto e vírgula.1. Sistemas Triangulares. Uma matriz A : n × n é triangular inferior (superior) se aij = 0, i < j,(aij = 0, i > j).a) Esreva um algoritmo para a resolução de um sistema linear triangular inferior e outro para aresolução de um sistema linear triangular superior. Inlua nos seus algoritmos, testes para evitardivisão por zero.b) Se oorrer um elemento nulo na diagonal de uma matriz triangular, A, o que se pode a�rmarsobre a existênia e uniidade da solução do sistema Ax = b?) A partir do algoritmo esrito no item (a), e onsiderando o sistema triangular inferior, Ax = b,veri�que que:.1) para obter o valor da variável xk, são realizadas: k − 1 somas, k − 1 multipliações (para osomatório) e para obter o valor �nal da variável: uma divisão e dependendo de omo esreveu oalgoritmo, mais uma soma. Isto porque a variável que representa o somatório pode ser iniializadaom zero ou om o valor de bk. Portanto o total de operações para resolver um sistema lineartriangular inferior é n2 ou n2 + n;.2) veri�que que um raioínio semelhante permite onluir o mesmo número de operações se osistema for triangular superior;Observação �nal: ainda que na forma omo esreveu o algoritmo o número total tenha dado
n2 + n, se n é grande o termo n será muito pequeno relativamente à n2 e omo o oe�ientede n2 é 1, é omum a�rmar que a resolução de um sistema triangular requer uma ordem de n2operações.2. Esreva um algoritmo para obter a solução de um sistema linear através do proesso da Eliminaçãode Gauss sem pivoteamento parial. Repita o exeríio onsiderando a estratégia de pivoteamentoparial.3. Resolva o sistema linear Ax = b abaixo, om A : 4 × 4, utilizando o método da eliminação deGauss: A = [2 2 1 1; 1 − 1 2 − 1; 3 2 − 3 − 2; 4 3 2 1] e b = [7; 1; 4; 12].4. a) Resolva os sistemas lineares abaixo. Trabalhe om 3 asas deimais e a ada operação, arre-donde o resultado. Obtida a solução x̄, realize o produto Ax̄ e ompare om o vetor b.i) Ax = b, A : 4 × 4, A = [3 − 2 5 1; −6 4 − 8 1; 9 − 6 19 1; 6 − 4 − 6 15],
b = [7; −9; 23; 11];ii) Ax = b, A : 3× 3, A = [0.25 0.36 0.12; 0.112 0.16 0.24; 0.147 0.21 0.25], b = [7; 8; 9];iii) Ax = b, A : 3×3, A = [2 2 1 1; 1 −1 2 −1; 3 2 −3 −2; 4 3 2 1], b = [7 1 14 12].b) Sabendo que a matriz do sistema (i) é não inversível, justi�que o resultado obtido por suaresolução. 1



) Compare as soluções obtidas pela sua resolução, om as que que foram usando o MatLab,através do omando A\b:sistema (i): x̄ = [inf ; inf ; 1; 1]sistema (ii): x̄ = [653.8462;−442.3077; 23.0769]sistema (iii): x̄ = [−5.6667; 12; 4.3333;−10.0000]5. Resolva os sistemas abaixo, om e sem estratégia de pivoteamento parial, usando quatro dígitose arredondamento. Qual ténia deu melhores resultados?a) A = [58.09 1.003; 321.8 5.550] e b = [68.12; 377.3];b) A = [321.8 5.550; 100.3 5809] e b = [377.3; 6812].6. Resolva o sistema linear abaixo através da fatoração LU om estratégia de pivoteamento parial.Disuta e existênia ou não de soluções.a) A = [1 1 1 ; 2 1 − 1 ; 3 2 0] e b = [4;−1; 3]Se sua aluladora resolve sistemas lineares, use este exemplo para analisar a resposta obtida.No MatLab foi obtida a solução: x = [0.3333; 1.; 2.6667] e o aviso Warning: Matrix is lose tosingular or badly saled. E em uma aluladora, empregando o programa interno para resoluçãode sistemas lineares, a solução obtida foi: x = [0.2857; 1.0714; 2.6429], sem nenhum aviso. (Aquios resultados foram mostrados om apenas 4 asas deimais).Compare om a sua resolução e om a solução obtida por sua aluladora.b) Idem ao anterior om a mesma matriz A e vetor b = [4;−1; 6].Neste aso o MatLab apresentou omo resultado:
x = 1016 ∗ [1.8014;−2.7022; 0.9007] e o aviso onforme oloado aima. Obs.: as entradas dadiagonal da matriz U foram: 3, 0.3333 e −3.3 ∗ 10−16.Na aluladora: x = [0.7143; 1.4286; 2.8671], sem qualquer tipo de aviso.7. Veri�que que resolver AX = B onde A : n × n, X : n ×m e B : n ×m é o mesmo que resolver
m sistemas do tipo Ax = b, onde a matriz A é sempre a mesma e o vetor b se modi�a emada sistema linear. Por quê são m sistemas lineares? Quais são os vetores b de ada sistema?Qual método é mais indiado: eliminação de Gauss ou fatoração LU? ( os dois proessos omestratégia de pivoteamento parial) Por que?8. Inversa de uma matriz:a) Usando o exeríio anterior, veri�que que a inversa de uma matriz A : n × n, A−1, pode serobtida através da resolução de n sistemas lineares. Indique quais são estes sistemas: matriz deoe�ientes e vetor onstante do lado direito e interprete a solução de ada sistema.b) Obtenha a inversa das matrizes:
A = [1 −2 −3; 4 −2 3; 2 4 2]; B = [1 −2 −3; 4 −2 3; 2 2 8] e C = [1 12 3; 2 4 16; 3 15 7].Respostas (obtidas usando omando inv do MatLab):
A−1 = [0.22220.11110.1667; 0.0278 − 0.11110.2083;−0.27780.1111 − 0.0833];
B−1 = [3.6667 − 1.66672.0000; 4.3333 − 2.33332.5000;−2.00001.0000 − 1.0000];
C−1 = 1015 ∗ [−6.7554 − 6.75546.7554; 0.37530.3753 − 0.3753; 0.75060.7506 − 0.7506] Para estamatriz o MatLab enviou um aviso:Warning: Matrix is lose to singular or badly saled.. Justi�queseu resultado omparado ao do MatLab e analise o aviso enviado pelo MatLab, lembrando queuma matriz singular é o mesmo que matriz não inversível.9. a) Considerando que o proesso da eliminação de Gauss realiza uma ordem 2

3n
3 operações eque a resolução de um sistema triangular requer uma ordem de n2 operações, onluímos quea obtenção da inversa na forma desrita no item(a) do exeríio anterior, requer uma ordem de

. . . . . . . . . operações. Complete e Justi�que. 2



10. Supor que são dados: A : n × n, d : n × 1 e c : n × 1, e o objetivo é alular: z = ctA−1d. Naexpressão de z a di�uldade está no álulo de s = A−1d. Analise os dois proessos para obter
s: (i) invertendo a matriz A e alulando s = A−1d e(ii) resolvendo o sistema linear As = d. Qual das duas formas deve ser esolhida de modo que zseja obtido de modo eon�mio? Conlusão: é melhor resolver um sistema linear do que inverteruma matriz? Justi�que!11. Considere o sistema linear Ax = b, onde: A = [4 − 1 2; 2 0 1; −1 1 w] , e b = [2; 5; r].(a) Aplique o método da eliminação de Gauss sem estratégia de pivoteamento parial deixandoos valores em função de w e r.(b) Para quais valores de w e r o sistema linear Ax = b:(i) admite in�nitas soluções; (ii) admite solução únia. (ii) não admite solução.Justi�que.12. Justi�que se for verdadeira ou dê ontra�exemplo se for falsa a a�rmação: �Dada uma matriz
A : n × n, sua fatoração LU , obtida om estratégia de pivoteamento parial, é tal que todos oselementos da matriz L têm módulo menor ou igual a 1".13. Demonstrar que, se no iníio da etapa k do proesso da eliminação de Gauss om estratégia depivoteamento parial, a esolha do piv� resultar que piv� = 0, então det(A) = 0 e a matriz Anão é inversível. Dê exemplos om esta situação.14. Calule a fatoração LU de A: A = [1 1 1; 2 1 − 1; 3 2 0]. O que se pode a�rmar sobre a matriz
A?15. Cálulo do determinante. Da propriedade de determinantes sabemos que as operações elementa-res realizadas sobre as linhas de A, alteram o determinante de A, det(A), da seguinte forma:(i): troar duas linhas: determinante da matriz resultante troa de sinal;(ii): multipliar uma linha por uma onstante não nula: determinante �a multipliado por estaonstante;(iii): adiionar a uma linha um múltiplo de outra linha: determinante não se altera.No proesso de eliminação de Gauss realizamos uma sequênia de operações do tipo (iii). A ope-ração do tipo (i) pode oorrer se o proesso envolver pivoteamento parial. Ao �nal do proessode Gauss, obtemos a matriz triangular superior U .a) Podemos a�rmar que |det(A)| = |det(U)|? b) Considerando a fatoração LU de A (sem pivo-teamento), teremos: A = LU . A a�rmação do item (a) é verdadeira? Justi�que.) Considerando agora a eliminação de Gauss om pivoteamento parial, obtemos: PA = LU ,onde P representa as permutações realizadas sobre as linhas de A..1) sabendo que P é uma permutação das linhas da matriz identidade, podemos a�rmar que|det(P )| = 1. (V ou F)? justi�que..2) se PA = LU , teremos |det(A)|= |det(U)? Justi�que.d) Obtenha o determinante das matrizes do exeríio (6b).16. Considere a matriz: A = [(x − 1) (x − 1) (x − 1); (x − 1) 1 2; (x − 1) 1 − 2] e o vetor
b = [m; 3; 5]. Pede�se:a) Enontre o onjunto solução da equação: det(A) = 0;b) Utilizando o maior valor de x enontrado no item anterior, enontre o valor de m para que osistema linear tenha in�nitas soluções. (Use o proesso da eliminação de Gauss).17. Seja Ax = b um sistema n× n om matriz tridiagonal (aij = 0 se | i− j |> 1).a) Esreva um algoritmo para resolver sistemas om matrizes A om esta estrutura através da3



Eliminação de Gauss (sem pivoteamento parial), tirando proveito da estrutura espeial da matriz
A;b) Teste seu algoritmo om o sistema (faça n = 5):







2x1− x2 = 1
−xi−1+ 2xi − xi+1 = 0, i = 2, . . . , (n− 1)

−xn−1 + 2xn = 018. Considere o sistema linear: Ax = b onde A = [1 2 1; 2 3 1; 3 5 2] e b = [3; 5; 1].Veri�que usando a eliminação de Gauss om estratégia de pivoteamento parial que este sistemanão admite solução. Qual será o omportamento de Gauss-Seidel?Faça a interpretação geométria de Gauss-Seidel em sistemas 2 × 2 que não tenham solução ouquando admitem in�nitas soluções.19. a) Aplique o método de Gauss-Seidel ao sistema Ax = b onde A = [2 5; 3 1] e b = [−3; 2];b) repita o item a) permutando as equações do sistema e ompare os resultados obtidos.20. Em ada sistema linear abaixo, veri�que se o ritério das linhas é satisfeito, e resolva por Gauss�Seidel, se possível:a) A = [10 1 1; 1 10 1; 1 1 10] e b = [12; 12; 12];b) A = [4 − 1 0 0; −1 4 − 1 0; 0 − 1 4 − 1; 0 0 − 1 4] e b = [1; 1; 1; 1].21. a) Considere o sistema linear: Ax = b, onde A = [k 3 1; k 7 1; 1 6 8] e b = [1; 2; 3].a) Usando o ritério da linhas, veri�que quais os valores positivos de k para os quais existegarantia de onvergênia do método de Gauss�Seidel.b) Esolha o menor número inteiro, positivo para k e faça duas iterações de Gauss-Seidel.22. Considere o sistema linear Ax = b, onde: A = [1 0.2 10; 10 2 5; 8 20 1] e b = [12.2 27 37].a) Resolva este sistema através do método da Eliminação de Gauss om pivoteamento par-ial.(Trabalhe om 4 asas deimais ).b) Monte um esquema iterativo para o método de Gauss-Seidel e outro para o método de Gauss-Jaobi de modo que a onvergênia para a solução esteja garantida. Justi�que. (não é preisorealizar as iterações destes métodos).) Quais os testes de parada adequados para os métodos de Gauss-Seidel e Gauss-Jaobi?23. Um possível teste de parada para um método iterativo é testar se o residuo: rk = Ax(k) − b estápróximo de zero. Como realizar omputaionalmente este teste?
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