MS 211 — Calculo Numérico
Lista 05

Resolucao numérica de equagoes diferenciais ordinarias

Motivacao

A equacao diferencial dada em (1) é conhecida como oscilador de Van der Pol, que é um oscilador nao conservativo
com um amortecimento nao linear
2
ZTf— (1—x2)2—f+x—0, (1)
onde z é a coordenada da posicao, que depende do tempo ¢ > 0 e p é um parametro que indica a nao linearidade
e a intensidade do amortecimento. Encontre uma aproximacao para x(0.4) usando o método de Runge-Rutta de
segunda ordem e tomando como condigoes iniciais os valores z:(0) = 0.5, 2'(0) =0 e u = 1.

Solucao:

Para aplicar o método de Runge-Kutta, vamos primeiro converter o PVl em um problema da forma 2’ (t) = f(x,t).
Para isto, fazemos

e portanto
x'(t) = (a'(t), 2"(1))"
Agora, aplicando o método de Runge-Rutta, para vérios valores de h, vamos obter os seguintes resultados mos-

trados na Tabela [I| A Figura [I| mostra a aproximacao numérica para a solugdo no intervalo [0, 0.4]. Note a
divergéncia dos valores quando o tamanho do passo é variado.

Tabela 1: Aproximagoes para a solucao do PVI dado

h | 2(0.4)
0.4 [ 0.4600
0.2 | 04571
0.1 | 04564
0.01 | 0.4562

0.001 | 0.4562
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Figura 1: Aproximacao para a solucao do PVI estudado

Exercicio 01

Considere o método de Euler aplicado ao PVI

que tem como solucao y(t) = e.

a) Mostre que € possivel escrever as iteracoes do método de Euler com passo h como

yn(tn) = (1+ h)t”/h, n >0,

b) Conclua que, para h suficientemente pequeno, y;,(t) converge pontualmente para a solucao, ou seja, cada
ponto da funcgao de aproximacao y; () converge para y(t).

Exercicio 02

Seja o PVI
y(t)=4-2t y0)=2

que tem como solucao y(t) = —t> + 4t + 2.
a) Encontre uma aproximacao para y(5) usando o método de Euler Aperfeicoado, usando h = 0.5, 0.25, 0.1;
b) Compare os resultados com a solucao exata do problema. Justifique;

c) O que vocé espera que acontega se usar o método de Fuler para resolver os itens anteriores? Justifique



Exercicio 03

Dado o PVI
y'(t)—ty+y, y(0)=1,

3/9__ . .
©°/3=¢ responda os itens a seguir

cuja solucao é y(t) = e

a) Usando os métodos de Euler e Runge-Rutta de quarta ordem, encontre uma solucao aproximada, tomando
h=0.2;

b) Compare graficamente a solugao exata e as solugdes obtidas com os métodos numéricos.

c) Use agora o método de Euler com 4 = 0.1 e compare o resultado com o obtido no item anterior.

Exercicio 04

Calcule uma aproximagao para o valor da integral definida

! 2
/ e “dr,
-1

resolvendo analiticamente a integral (dica: Acompanhe [8, p. 900 — Exercicio 40]). Depois, formule o problema
como um PVI, usando a estrutura da funcao no integrando. Resolva numericamente o PVI obtido através método
de Euler com passo h = 0.1.

Exercicio 05

Encontre uma aproximacao com quatro digitos corretos para y(0.1), onde y(t) ¢é solugdo da equacio y' = xy + 1
ey(0) =1

Exercicio 06

A funcao y(t) é defida pelo PVI
y(t) =t —y* y(0)=1
Calcule y(0.2) utilizando os seguintes métodos
a) Euler, com passo h =0.1e h = 0.2;
b) Ponto médio, h = 0.1;
c¢) Runge-Kutta de segunda ordem, com h = 0.1;
)

d) Série de Taylor, de segunda ordem, h = 0.1.

Exercicio 07

Mostre que o método de Euler Modificado e o método do ponto médio resultam nas mesmas aproximacoes para
o problema de valor inicial
y(t)=—-y+t+1, y(0)=0,

no intervalo ¢ € [0, 1], para qualquer escolha de h. Por que isto acontece?

3



Exercicio 08

Mostre que, fazendo k£ = 3 na equacao

Y(arn) — ylen) = / " fay()de

e usando a férmula

| rde = 225 m0) + 3070 + ) + 1)l

obtem-se: 3k
Yn+t3 = Yn + ?[fn + 3<fn+1 + fn+2) + fn+3]a

3
que é conhecido como o método 3 de Simpson.

Exercicio 09

Resolva o seguinte PVC usando o método de diferencas finitas

y'(t) + 24/ (1) +y(t) =t

usando h = 0.25.

Exercicio 10

Escreva uma discretizagao com aproximacao de segunda ordem para a equacao diferencial

y"(t) 4ty (t) + y(t) = 7

Prepare o esquema das equacoes resultantes que correspondem a tomar i = 0.1.

Exercicio 11
Escreva os PVI abaixo como um sistema de equagoes diferenciais ordindrias.
a) (1) +ty'(t) + y(t) = 0, y(0) = 1, y/'(0) = 5

b) 4" (t) + cos (t)y'(t) +y(t) = e, y(0) = 1,y/(0) = —4.



Exercicio 12

Forneca uma aproximacao para a solucao do PVC abaixo, fazendo uso de um método para esse tipo de problema
e o método de Newton para sistemas nao lineares:

y" = 0.5y3
2

1) ==
y(1) = -3

parazx € (1,2) e h = 0.05.
2
Soluga litica: =—.
olugédo analitica: y(x) P
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