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O curso Calculo Numério
Inicio Previsto pelo Calendario DAC/UNICAMP

Ementa, Critérios de avaliacao e Referéncias bibliograficas

Linguagens de programacao
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m O curso (Ementa, Critérios de avaliacdo e Referéncias
bibliograficas)
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m Ementa (Tépicos)

1) Impacto da Computacao em Precisao Finita: Aritmética
de Ponto Flutuante e Erros em Operagdes Numéricas.
(Perda de digitos significativos e Condicionamento de
algoritmos). Teorema de Taylor.

2) Zeros reais de Funcoes Reais (equagdes nao-lineares -
escalar): Método da bisseccao. Método de Newton.
Método da Secante (um método do tipo “quase-Newton”).

3) Resolucao de Sistemas Lineares - Métodos diretos:
Eliminacao de Gauss e Decomposicao LU. Métodos
iterativos: Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel.

4) Resolucao de Sistemas nao Lineares: Método de

Newton para sistemas. 47430
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5)

Resolucdao numérica de equacodes diferenciais
ordinarias. Problemas de valor inicial: método de Euler,
métodos de série de Taylor e de Runge-Kutta. Equacotes
de ordem superior. Problemas de valor de contorno:
método das diferengas finitas.

Aproximacao: Ajuste de curvas via método dos
quadrados minimos (quadrados minimos lineares e
linearizaveis).

Aproximacao: Interpolagéo polinomial. Formas de
Lagrange e de Newton. Erro de interpolagdo. Interpolacéo
linear por partes (Spline linear).

Integracao Numérica: Formulas de Newton-Cotes e
Quadratura Gaussiana.
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m Critérios de avaliacao
No semestre, serao aplicadas DUAS provas:

- A primeira prova P1 versara sobre os topicos de 1 a 4 da
ementa.

- Enquanto que a segunda prova P2 abrangera
principalmente os topicos de 5 a 8.

Outra avaliacao MT (projetos, listas de exercicios, testes
em sala de aula, etc.), a critério do professor também
sera utilizada para compor a nota do aluno.

http://www.ime.unicamp.br/~ms211-cursao/
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- Calculo da média final: M = (P1 + P2 + MT)/3,

P1 e P2 sdo as notas das provas 1 e 2, respectivamente, e
MT é a nota do projeto.

Se M >= 7.0 e 0 aluno tiver pelo menos 75% de presencga,
entdo o aluno esta aprovado e dispensado do exame,
sendo sua média final MF = M.

Agora, se M < 7.0 e se a frequéncia nas aulas for superior
a 75%, entdo o aluno devera, obrigatoriamente, fazer o
exame. Neste caso, sua média final sera calculada como
MF = (M + E)/2, onde E € a nota do exame.

Se MF < 5.0 o aluno estara reprovado na disciplina de

Célculo Numérico.
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Na realizacao das provas:

- Datas das provas e do exame ver
http://www.ime.unicamp.br/~ms21 1-cursao/

1.) E obrigatéria a apresentacdo da identidade estudantil.

2.) O aluno deve trazer sua calculadora, ndo podera usar
calculadoras de aparelhos celulares.

3.) O aluno que faltar a uma das provas tem um prazo de 15
dias, a partir da data da prova, para entregar ao professor
responsavel da turma os documentos que justifiguem esta
falta, de acordo com o artigo 72 do Regimento Geral da
Graduacao (UNICAMP).

m Monitoria de Calculo Numérico (Horarios)
- Existem monitores PAD e PED, em horarios diversos

- Consultar http://www.ime.unicamp.br/~ms211-cursao/ 650
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Referéncias bibliograficas

Marcia A. Gomes Ruggiero e Vera Lucia da Rocha Lopes,
Célculo Numérico, Pearson Education do Brasil, Sao
Paulo, segunda edi¢éo, 2000.

Maria Cristina Cunha, Métodos Numéricos para as
Engenharias e Ciéncias Aplicadas, Editora da Unicamp,
Campinas, segunda edicao, 2003.

Andlise Numérica, R. L. Burden e J. D. Faires. Editora
Pioneira, 2003.

Numerical Computing with MatLab, Cleve B. Moler, Editora
SIAM, 2004. (Capitulos 1 a 7).
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m Referéncias bibliograficas (consulta adicional)

- Arieh Iserles, A first course in the numerical analysis of
differential equations. U.K.: Cambridge University Press,
20009.

- K. Atkinson, Theoretical numerical analysis: a functional
analysis framework, 3rd ed, 2010.

- E. Hairer, S.P. Norsett, G. Wanner., Solving ordinary
differential equations I: nonstiff problems I., ed. 2009.

- E. Hairer, S.P. Norsett, G. Wanner., Solving ordinary
differential equations I: stiff differential - algebraic problems
Il, ed. 2010.
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m Referéncias bibliograficas (consulta adicional)

- David Kincaid e Ward Cheney, Numerical Analysis,
Brooks-Cole, 1991.

- J. D., Lambert, Numerical methods for ordinary differential
systems: the initial value problem, U.K.: John Wiley, 1991.

- G. Hammerlin e K.-H. Hoffmann, Numerical mathematics
(translated by Larry Schumaker) Springer, 1991; New York,
N.Y.: Série (Undergraduate texts in mathematics)

- J. W. Demmel, Applied numerical linear algebra, SIAM -
Society for Industrial and Applied Mathematics, 1997.
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m Referéncias bibliograficas (consulta adicional)

- Numerical methods for special functions, Amparo Gil,
Javier Segura, Nico M. Temme. Philadelphia, PA: SIAM,
2007.

- John H. Mathews e Kurtis D. Fink, Numerical Methods
Using MATLAB, Pearson Prentice Hall, quarta edigao,
2007.

- D. Hanselman e B. Littlefield, MATLAB 6 - Curso completo,
Pearson Education do Brasil, Sdo Paulo, segunda edicao,
2003.
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IMPORTANTE:
m A biblioteca do IMECC tem TODOS os livros indicados.

m Esses livros abrangem a ementa do curso de Calculo
Numeérico', em diferentes niveis de profundidade e nos
dois relevantes aspectos:

— tedrico (fundamentagdo matematica) e
— pratico (aplicagdes computacionais)

'O material presente neste arquivo foi elaborado com base na bibliografia
anteriomente indicada para o curso de Calculo Numérico MS211. Criticas,

Sugestdes ou comentarios sdo bem-vindos, eabreu@ime.unicamp.br
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m Linguagens de programacao
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A que for mais confortavel para vocés
Por exemplo:

- Interpretadas (alto nivel): Matlab, Maple, Mathematica,
etc...

- Compiladas (baixo nivel): C, C++, FORTRAN, PASCAL,
etc...
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m Lembrandro...

Informacdes sobre o curso MS211:

Ementa,

Critérios de avaliagao e

Referéncias bibliogréficas,

estao disponiveis em
http://www.ime.unicamp.br/~ms211-cursao/
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m Topico 01

Aritmética de Ponto Flutuante e Erros em Operacgoes
Numéricas. (Perda de digitos significativos e
Condicionamento de algoritmos). Teorema de Taylor.
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m Impacto da Computacao em Precisao Finita:

— Perda de Digitos Significativos

Tipos de erros e incertezas

Sistema de Numeracao Utilizado pelo Computador
Representacdo de numeros no sistema F(53, t, m, M)
Operacoes aritméticas em ponto flutuante

— Condicionamento de algoritmos - efeitos numéricos
- Cancelamento

- Propagacgéao do erro

- Instabilidade numérica

- Mal condicionamento

— Exemplos de “desastres numéricos” (ou falha humana ?)
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- Tipos de erros e incertezas
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P .7 T T
Fenomeno Modelo Maodelo Simulador
Fisico Mateméatico Computacional Numérico
— - e - — -

FIG 1. TIPOS DE ERROS E INCERTEZAS
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Fenomeno Modelo Modelo Simulador
Fisico Mateméatico Computacional Numérico
— v . = 4 —

FIG 1. TIPOS DE ERROS E INCERTEZAS

m Erro (incerteza) nos dados de entrada/medidos
— 574,39 + 0,28 mm

— 143,57 + 0,71 ml

— 95,27 + 0,46 Kg

— 127,00 + 2,54 Volts

— Censo populacional (altura, peso, etc...)
— Economia de um pais
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a T T - T -
Fenomeno Modelo Modelo Simulador
Fisico Mateméatico Computacional Numérico
— > — P —

FIG 1. TIPOS DE ERROS E INCERTEZAS

m Erro na simplificacao do modelo matematico
EXEMPLO: Modelagem de Sistemas Complexos
Processos na vida real sdo inerentemente multi-fisica e
multi-escala (no tempo e espaco)

Dinamica de fluidos

Astrofisica

Processos fisico-quimicos

Sistemas bioldgicos (e.g., humano)

Ll
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Fendmeno Maodelo Maodelo Simulador
Fisico Mateméatico Computacional Numérico
T - e > '.q"‘"'-—__ -

FIG 1. TIPOS DE ERROS E INCERTEZAS

m Erro de arredondamento
m Erro de truncamento

Neste curso estamos interessados nos dois ultimos
(perda de digitos significativos no contexto de arimética
de ponto flutuante), i.e., entender sua fonte, propagagéo,
magnitude, e a taxa de crescimento e a quantificacdo

desses erros.
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m EXEMPLO (Erro de arredondamento)

m Vamos resolver, de duas formas, para as variaveis x € y,
0 seguinte sistema linear 2 x 2 de equagoes:

0.1036x + 0.2122y = 0.7381
0.2081x + 0.4247y = 0.9327
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(1) Vamos considerar somente trés digitos significativos
de precisao nos calculos.

25/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Lembrete: Digitos significativos sdo digitos que iniciam
com o digito ndao nulo mais a esquerda e terminam com o
digito mais correto a direita

EXEMPLOS

0.0035 — 0.35 x 102 tem dois digitos significativos
0.03017 — 0.3017 x 10~" tem quatro digitos significativos
0.33011 — 0.33011 x 10° tem cinco digitos significativos
0.0001469 — 0.1469 x 103 tem quatro digitos

significativos
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m EXEMPLO (Erro de arredondamento)

Procedimento: Vamos arredondar todos os numeros no
problema original para trés digitos significativos e, a cada
etapa, arredondar todos os calculos mantendo somente
trés digitos significativos.

Ly :0.1036x + 0.2122y = 0.7381
Ly : 0.2081x + 0.4247y = 0.9327

Fazendo o arredondamento - - -

0.104x +0.212y = 0.738 Ly « L
0.208x + 0.425y = 0.933 L, « Lo
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m EXEMPLO (Erro de arredondamento)

Procedimento: Vamos arredondar todos os nimeros no
problema original para trés digitos significativos e, a cada
etapa, arredondar todos os calculos mantendo somente
trés digitos significativos.

0.104x +0.212y = 0.738 Ly + L;
0.208x + 0.425y = 0.933 L + Lo — aly

0.208 _
0.104 ~

0.104x +0.212y = 0.738
0.001y = —0.547

m O multiplicador o = 2.00,
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m EXEMPLO (Erro de arredondamento)

Procedimento: Vamos arredondar todos os numeros no
problema original para trés digitos significativos e, a cada
etapa, arredondar todos os céalculos mantendo somente
trés digitos significativos.

0.104x +0.212y = 0.738 Ly « L4
0.208x + 0.425y = 0.933 Ly + Lo — aly
. 0.208
m O multiplicador o = 0104~ 2.00,
0.104x + 0.212y = 0.738
0.001y = —0.547
0.547
0. Yy = ———— ~ — ~0.111 x 10%.
m Solugéo: y 0.001 547 e x ~ 0.111 x 10
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m EXEMPLO (Erro de arredondamento)

m (2) Vamos agora repetir os mesmos calculos com quatro
digitos significativos para o sistema original:

0.1036x + 0.2122y = 0.7381
0.2081x + 0.4247y = 0.9327
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m EXEMPLO (Erro de arredondamento)

0.1036x + 0.2122y = 0.7381 Ly « L,
0.2081x + 0.4247y = 0.9327 Ly + Lp — al

0.2081
0.1036

m O multiplicador o = ~ 2.009,
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m EXEMPLO (Erro de arredondamento)

0.1036x + 0.2122y = 0.7381 L; « L,
0.2081x + 0.4247y = 0.9327 Ly + Lp — al4

m O multiplicador o = 0.2081 ~ 2.009,

0.1036x +0.2122y = 0.7381
—0.0016y = —0.5503
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m EXEMPLO (Erro de arredondamento)

0.1036x + 0.2122y = 0.7381 L « L,

0.2081x + 0.4247y = 0.9327 Ly « Lp — aly
0.2081
0.1036

0.1036x +0.2122y = 0.7381
—0.0016y = —0.5503

m O multiplicador o = ~ 2.009,

—0.5503

~0.0016 ~ 342.9 e x ~ 695.2.

m Solugéo: y =
A resposta mudou de y = —547 para y = 343.9 !l

m A “pertubacao” de UM digito significativo fez MUITA
diferenca !!
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m Exemplos (Erro de truncamento)

m Calculo de €%, sen(0.1) e cos(0.1) usando série de

Taylor:
. X2 XS xN
H e :1+X+E+§+...+H+...
XS X5 n X2n+1
[ ] senx:x_§+a+...+(_1) m+
x2 x4 nX2n
] cosx_1—§+ﬂ+...+(_1) (2n)!+m

Com a ferramenta matematica “série de Taylor”, podemos
escrever, por exemplo, fungdes trigonométricas,
exponenciais, logaritmicas em POLINOMIOS
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Funcao seno de x e aproximacoes de série de Taylor com
polinbmios de grau 1, 3,5,7,9, 11 e 13.
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m EXEMPLOS (Erro de truncamento)

m Para o célculo efetivo (na pratica) de €1, sen(0.1) e
cos(0.1) precisamos truncar a série (uso de um namero
finito de termos).

f(n+1)(z)
(n+1)!
que os respectivos erros 0 < x < 0.1 (¢ = 0) seréo
inferiores a (com os dois primeiros termos):

m Pela formula do erro R,(x) = (x — ¢)™" temos

2 5 4
m Erros ‘X— ’i e ﬁ
21’ 5l 41"
m Sob as hipéteses do teorema de Taylor, temos uma
formula explicita para o erro cometido na aproximagéo !!!
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T T - P
Fenomeno Maodelo Maodelo Simulador
Fisico Matematico Computacional Numérico
T . S _ .'1""—-._ __--f

FIG 1. TIPOS DE ERROS E INCERTEZAS

m Representacao de numeros reais com um numero
finito de digitos significativos

Neste curso também vamos levar em conta esse tipo de
erro.
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m Erro de Representacéo |

— Depende da capacidade de representacao numérica da
maquina disponivel (e do “tempo” disponivel para efetuar
os calculos)

m=3.14159
m=3.14159265358979323
m = 3.14159265358979323846264338327/95028841 - - -

N

3= 1.33333333- - -

V3 = 1.7320508075688772935274463415058723669 - - -
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m Erro de Representacéo ll

— Um numero pode ter uma representacao finita (e precisa)
em uma base e nao finita em outra base (isto independe
da maquina utilizada !!!)

(3.8)10 = (11.110011001700),

(0.1)10 = (0.0001100110011),
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m Lembrete: Regra de conversao de base

EXEMPLO (3.75)19 = (11.11),
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m Lembrete: Regra de conversao de base
EXEMPLO (3.75)10 = (11.11)2

m Calcule:

(1101)2 = (7 )10
(0.110)2 = (?)10
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m Para manter uma resposta precisa deve-se realizar as
contas com maxima precisédo ao longo dos calculos
intermediarios e somente realizar algum procedimento de
arredondamento no final

m E importante usar técnicas de aproximagdo que nos
permitam quantificar o erro que cometemos nos calculos
(isso é a regra em qualquer teoria de aproximacao !)

m Com o objetivo de medir os erros de truncamento e
arredondamento nos calculos numéricos, vamos discutir
0S erros:

Absoluto, relativo e percentual.

42/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros Absoluto, relativo e percentual

m Suponha que x e x* sdo dois numeros, sendo um deles
uma aproximagao do outro.

m O erro de x* como uma aproximacao de x € x — x*.

m O erro absoluto de x* como uma aproximacao de x é
definido por:

EAx = |x — x*|
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m Suponha que x e x* sdo dois numeros, sendo um deles
uma aproximacao do outro

m O erro de x* como uma aproximacao de x € x — x*

m O erro absoluto de x* como uma aproximacao de x é
definido por:

EAx = |x — x*|

EXEMPO: Considere os nimeros 30.1358 e 1.1358
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m Suponha que x e x* sdo dois numeros, sendo um deles
uma aproximacao do outro

m O erro de x* como uma aproximacao de x é x — x*
m O erro absoluto de x* como uma aproximagéao de x é

definido por:
EAy = |x — x¥|
EXEMPO: Considere os nimeros 30.1358 e 1.1358

Sejam 30.0000 e 1, respectivamente, aproximacdes de
30.1358 e 1.1358
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O erro absoluto de 30.0000, como uma aproximacao de
30.1358, é:

|30.1358 — 30.0000| = 0.1358

46/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

O erro absoluto de 30.0000, como uma aproximagao de
30.1358, é:

|30.1358 — 30.0000| = 0.1358

Note que o erro absoluto de 1, como uma aproximacéo de
1.1358, é:

|1.1358 — 1| = 0.1358
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O erro absoluto de 30.0000, como uma aproximagao de
30.1358, é:

|30.1358 — 30.0000| = 0.1358

Note que o erro absoluto de 1, como uma aproximacédo de
1.1358, é:

11.1358 — 1| = 0.1358

Claramente observamos que os erros absolutos sao os
mesmos.
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O erro absoluto de 30.0000, como uma aproximagao de
30.1358, é:

|30.1358 — 30.0000| = 0.1358

Note que o erro absoluto de 1, como uma aproximacéo de
1.1358, é:

11.1358 — 1| = 0.1358

Claramente observamos que os erros absolutos sao os
mesmos.

Pergunta: Mas, com base nos erros absolutos, podemos
dizer que 30.0000 e 1 representam aproximagdes com a
mesma precisao ?
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Para responder a pergunta, precisamos comparar a ordem
de grandeza (o peso) dos erros absolutos com os
respectivos valores exatos (sempre quando disponiveis).
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Para responder a pergunta, precisamos comparar a ordem
de grandeza (o peso) dos erros absolutos com os
respectivos valores exatos.

Vamos comparar por meio do erro relativo.
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Para responder a pergunta, precisamos comparar a ordem
de grandeza (o peso) dos erros absolutos com os
respectivos valores exatos.

Vamos comparar por meio do erro relativo.

m O erro relativo de x* como uma aproximagéao de x é
defido por:
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Para responder a pergunta, precisamos comparar a ordem
de grandeza (o peso) dos erros absolutos com os
respectivos valores exatos.

Vamos comparar por meio do erro relativo.

m O erro relativo de x* como uma aproximagéao de x é
defido por:

Cx— x|
ERc= T

m O erro relativo? ndo esta definido para o caso x = 0.

2Em alguns livros o erro é definido com o sinal oposto ao que é usado
aqui. Tipicamente néo faz quase diferenga alguma a convengéo que se
utiliza, desde que o seja de forma consistente ao longo de todo o texto. Note
que x — x* é a corregao que deve ser adicionada ao valor de x* para
eliminar do erro. A “correcao” e o “erro absoluto” tém a mesma magnitude,
mas podem ter sinais diferentes.
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Entdo temos que:

130.1358 — 30.0000)
30.1358

111358 — 1|
sg = 0.119563303

= 0.004506268
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Entao temos que:

130.1358 — 30.0000)
30.1358

11358 — 1|
asg = 0.119563303

= 0.004506268

Ou ainda, pelo erro relativo percentual,
|30.1358 — 30.0000|
30.1358

[1.1358 — 1| N o
11358 — 0.119563303 ~ 11.96%

= 0.004506268 ~ 0.45%
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Entdo temos que:

130.1358 — 30.0000)|
30.1358

111358 — 1|
S q3eg = 0119563303

= 0.004506268

Ou ainda, pelo erro relativo percentual,

|30.1358 — 30.0000| ~ .
30.1358 = 0.004506268 ~ 0.45%

|1.1358 — 1| N o
11358 0.119563303 ~ 11.96%

Portanto, devemos utilizar o erro relativo para obter uma
melhor informacao sobre a precisdao das aproximacoes e
suas ordens de grandeza.
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- Sistema de Numeracao Utilizado pelo Computador
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m Fato: O conjunto dos numeros representaveis em
qualquer maquina é finito.
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m Fato: O conjunto dos numeros representaveis em
qualquer maquina é finito.

Ou seja, nao é possivel representar em uma maquina
todos os nimeros de um dado intervalo [a, b], a < b.

m OBS.: Como vimos anteriormente, no exemplo da
resolucao de sistemas lineares, a implicacao desse fato é
que o resultado de uma simples operacao aritmética ou
o calculo de uma funcao, realizadas com esses
nuameros, podem conter erros.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Representacao de numeros em ponto flutuante
NORMALIZADO

Dado um namero real, x # 0, este sera representado em
ponto flutuante por:

:|:0.d1 d2d3 s dt X ﬁe, onde
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LT()pico 01

m Representacao de numeros em ponto flutuante
NORMALIZADO

Dado um namero real, x # 0, este sera representado em
ponto flutuante por:

iO.d1 d2d3 <o dy X 59, onde

£ é abase de operacdes aritméticas da maquina
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LT()pico 01

m Representacao de numeros em ponto flutuante
NORMALIZADO

Dado um namero real, x # 0, este sera representado em
ponto flutuante por:

:|:0.d1 d2d3 s dt X ﬂe, onde

B € abase de operagdes aritméticas da maquina
e éoexpoente, —-m<e<M (mMEeN)
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LT()pico 01

m Representacao de numeros em ponto flutuante
NORMALIZADO
Dado um namero real, x # 0, este sera representado em
ponto flutuante por:
+0.d, d2d3 <o dy X ﬂe, onde

€ a base de operacdes aritméticas da maquina
e éoexpoente, —-m<e<M (mMEeN)
€ 0 numero de digitos da mantissa, d; # 0,

0<d<Bi=123 -t
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LT()pico 01

m Representacdao de numeros em ponto flutuante
NORMALIZADO

Dado um namero real, x # 0, este sera representado em
ponto flutuante por:

+0.didbds - - - dy x 3¢, onde

B é abase de operagdes aritméticas da maquina

e éoexpoente, —-m<e<M (mMEeN)

t € o numero de digitos da mantissa, d; # 0,
0<d<p,i=1273---t.

— O namero 0 (zero) pertence a qualquer sistema
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Por simplicidade,

+0.d710b03---di x 86, dy #0, —-m< e < M,
sera representado por F(5,t, m, M)
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Por simplicidade,

:|:0.d1d2d3- --dt X ,Be, d1 ;ﬁ 0,—-m<e<M,
sera representado por F(5,t,m, M)

EXEMPLO (considere o sistema F(10,3,2,2)).
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LT()pico 01

Por simplicidade,

+0.didbdz -0 x 6, dy #0, —m< e < M,
sera representado por F(53,t, m, M).

EXEMPLO (considere o sistema F(10,3,2,2)). Ou seja,
um numero neste sistema sera dado por:

+0.didbdz x 106, -2 < e < 2,
0<d<10,i=1,2,3,d; #0.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Por simplicidade,

:|:0.d1d2d3-~-dt X ﬁe, d1 # 0,—-m<e<M,
sera representado por F(53,t, m, M).

EXEMPLO (considere o sistema F(10,3,2,2)). Ou seja,
um numero neste sistema sera dado por:

+0.didbdz x 106, —2 < e <2,
0<d<10,i=1,2,3,d; #0.

Vamos representar os numeros +3.51, —12.345678,
—6.287, +7.284, —0.0003 e 5398.2, no sistema
F(10,3,2,2).
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m +3.51 = +0.351 x 10" (exato).
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m +3.51 = +0.351 x 10" (exato).

m —12.345678 = —0.123 x 10? (perda de digitos
signiticativos).
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m +3.51 = +0.351 x 10" (exato).

m —12.345678 = —0.123 x 10? (perda de digitos
signiticativos).

m —6.287 = —0.628 x 10" (perda de digito signiticativo).
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m +3.51 = +0.351 x 10" (exato).

m —12.345678 = —0.123 x 10? (perda de digitos
signiticativos).

m —6.287 = —0.628 x 10" (perda de digito signiticativo).

m +7.284 = +0.728 x 10" (perda de digito signiticativo).
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m +3.51 = +0.351 x 10" (exato).

m —12.345678 = —0.123 x 10? (perda de digitos
signiticativos).

m —6.287 = —0.628 x 10" (perda de digito signiticativo).
m +7.284 = +0.728 x 10" (perda de digito signiticativo).

m —0.0003 = —0.3 x 1073, Expoente —3 < —2.

Neste caso temos um underflow, i.e., quando o resultado
€ muito pequeno para ser representado em um dado
sistema.
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m +3.51 = +0.351 x 10" (exato).

m —12.345678 = —0.123 x 10? (perda de digitos
signiticativos).

m —6.287 = —0.628 x 10" (perda de digito signiticativo).
m +7.284 = +0.728 x 10" (perda de digito signiticativo).

m —0.0003 = —0.3 x 1073, Expoente —3 < —2.
Neste caso temos um underflow, i.e., quando o resultado
€ muito pequeno para ser representado em um dado
sistema.

m +5398.2 = +0.539 x 10%. Expoente 4 > 2.
Neste caso temos um overflow, i.e., quando o resultado é
muito grande para ser representado em um dado sistema. , ,.;



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Representacdo de nimeros no sistema F(3,t, m, M)
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

m Representagéo de numeros no sistema F(3,t, m, M)

— Sabemos que 0s numeros reais podem ser representados
por uma reta continua.

— Entretanto, em ponto flutuante podemos representar
apenas pontos discretos da reta real.
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

m Representacdo de nimeros no sistema F(3,t, m, M)

— Sabemos que os numeros reais podem ser representados
por uma reta continua.

— Entretanto, em ponto flutuante podemos representar
apenas pontos discretos da reta real.

Pergunta: Quantos e quais numeros podem ser
representados no sistema F(2,3,1,2) ?
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Solucao: Para F(2,3,1,2), temos que 5 = 2, entdo os
digitos podem ser 0 ou 1 (0 < d; < ).

Alémdissoom=1eM=2,entdo -1 <e<2e
t = 3, o numero de digitos significativos.

Assim, 0s numeros sao da forma: +0.djdbd3 x 3¢
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Solucao: Para F(2,3,1,2), temos que § = 2, e que 0S
digitos d; podem serOou 1 (0 < d; < ).

Alémdissoom=1eM=2,entdo -1 <e<2e
t = 3, o numero de digitos significativos.

Assim, os numeros sao da forma: +0.djdbd3 x 3¢

possibilidades para o sinal (+ ou —): 2
possibilidades para d; (d; # 0): 1

possibilidades para d> (Oou 1): 2

possibilidades para d; (Oou 1): 2

possibilidades para ¢ (8 =2,e=-1,0,1,2): 4
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Solugéo: Para F(2,3,1,2), temos que 5 = 2, entdo os
digitos podem ser 0 ou 1 (0 < d; < ).

Alémdissoom=1eM=2,entdo -1 <e<2e
t = 3, o numero de digitos significativos.

Assim, os numeros sédo da forma: +0.d;dbd; x 3°

possibilidades para o sinal (+ ou —): 2
possibilidades para d; (d; # 0): 1

possibilidades para d> (Oou 1): 2

possibilidades para dz (Oou 1): 2

possibilidades para ¢ (8 =2,e=-1,0,1,2): 4

Fazendo o produto: 2 x 1 x2x2 x4 =32
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Como o 0 (zero) faz parte de qualquer sistema, podemos
representar 33 nimeros no sistema F(2,3,1,2).
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Como o 0 (zero) faz parte de qualquer sistema, podemos
representar 33 numeros no sistema F(2,3,1,2).

Quais sao os numeros ?
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Como o 0 (zero) faz parte de qualquer sistema, podemos
representar 33 nimeros no sistema F(2,3,1,2).

Quais sdo os nimeros ?

As formas da mantissa: 0.100, 0.101, 0.110 e 0.111
As formas de € sdo: 2-1, 20, 21 ¢ 22
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Como o 0 (zero) faz parte de qualquer sistema, podemos
representar 33 numeros no sistema F(2,3,1,2).

Quais sao os numeros ?

As formas da mantissa: 0.100, 0.101, 0.110 e 0.111
As formas de € sdo: 21, 20, 21 ¢ 22

Além do 0 (zero), obtemos entao os seguintes numeros:
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Como o 0 (zero) faz parte de qualquer sistema, podemos
representar 33 nimeros no sistema F(2,3,1,2).

Quais sao os numeros ?

As formas da mantissa: 0.100, 0.101, 0.110 e 0.111
As formas de € sdo: 21, 20, 21 ¢ 22

Além do 0 (zero), obtemos entdo os seguintes nimeros:
X 21 20 21 22
+0.100 +0.25 +0.5 +1.0 +£2.0
+0.101 +0.3125 +0.625 +1.25 +25

+0.110 +£0.375 +0.750 +1.5 +£3.0
+0.111  +0.4375 =+0.875 £1.75 =£3.5
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Como o 0 (zero) faz parte de qualquer sistema, podemos

representar 33 nimeros no sistema F(2,3,1,2).

As formas da mantissa: 0.100, 0.101, 0.110 e 0.111
As formas de € sdo: 21,20, 21 ¢ 22

Além do 0 (zero), obtemos entdo os seguintes nimeros:

x 2! 20 2 22
+0.100 +025  +05  +£1.0 +£20
+0.101 +0.3125 +0.625 +1.25 +25
+0.110 +0.375 +£0.750 +15 +£3.0
+0.111  +0.4375 +0.875 +1.75 +35

m Fato: Com base nos modelos existentes (viaveis) de

aritmética de ponto flutuante sempre teremos para

quaisquer t, me M, um sistema finito de numeros !!!
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Para exemplificar um pouco mais as limitacdes
encontradas nos computadores, considere o seguinte
exemplo.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Para exemplificar um pouco mais as limitacdes
encontradas nos computadores, considere o seguinte
exemplo.

EXEMPLO. Seja f(x) uma fungéo continua real, definida
no intervalo [a, b], a < b. Sejam f(a) < 0 e f(b) > 0.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Para exemplificar um pouco mais as limitagdes
encontradas nos computadores, considere o seguinte
exemplo.

EXEMPLO. Seja f(x) uma fungao continua real, definida
no intervalo [a, b], a < b. Sejam f(a) < 0 e f(b) > 0.

Entao de acordo com o teorema do valor intermediario,
existe x € [a, b] tal que f(x) = 0.
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LT()pico 01

m Para exemplificar um pouco mais as limitagdes
encontradas nos computadores, considere o seguinte
exemplo.

EXEMPLO. Seja f(x) uma fungao continua real, definida
no intervalo [a, b], a < b. Sejam f(a) < 0 e f(b) > 0.

Entao de acordo com o teorema do valor intermediario,
existe x € [a, b] tal que f(x) = 0.

Sejaf(x)=x>—-3 ,xeclagbk] Clabl,k=1,23,---
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Para exemplificar um pouco mais as limitagdes
encontradas nos computadores, considere o seguinte
exemplo.

EXEMPLO. Seja f(x) uma funcdo continua real, definida
no intervalo [a, b], a < b. Sejam f(a) < 0 e f(b) > 0.

Entao de acordo com o teorema do valor intermediario,
existe x € [a, b] tal que f(x) = 0.

Sejaf(x)=x*-3 ,xcla bk clab,k=1,23,---
Vamos determinar x tal que f(x) = 0 para um sistema

F(10,10,10,10).

91/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Para a fungéo f(x) = x3 — 3, pode-se obter os resultados:
(sendo ai e by obtidos por um método de aproximacao)

f(ax = 0.1442249570 x 10') = —0.2 x 108,
f(bx = 0.1442249571 x 10') = +0.4 x 108,
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Para a fungéo f(x) = x® — 3, pode-se obter os resultados:
(sendo ai e by obtidos por um método de aproximagao)

f(a, = 0.1442249570 x 10') = —0.2 x 108,
f(bx = 0.1442249571 x 10') = +0.4 x 108,

Observe que entre ax e by (ax < by),
a, = 0.1442249570 x 10" e by = 0.1442249571 x 10!

nao existe algum nimero que possa ser representado no
sistema dado F(10,10,10,10), e que a fungdo f(x) muda
de sinal nos extremos desse intervalo.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Para a fungéo f(x) = x® — 3, pode-se obter os resultados:
(sendo ak e by obtidos por um método de aproximacao)

f(ax = 0.1442249570 x 10") = —0.2 x 108,
f(bx = 0.1442249571 x 10") = +0.4 x 1078,

Observe que entre ax e by (ax < by),

ax = 0.1442249570 x 10" e b, = 0.1442249571 x 10'
nao existe algum numero que possa ser representado no
sistema dado F(10,10,10,10), e que a fungéo f(x) muda
de sinal nos extremos desse intervalo.

m Assim, nesta “maquina”, ndo é possivel representar um
numero x € [ak, bx] C [a, b] tal que f(x) = 0. Portanto, a
equacéo f(x) = x3 — 3 = 0, ndo possui solugdo no
sistema F(10,10,10,10) !
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento em Ponto
Flutuante
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento em Ponto
Flutuante

Conforme vimos anteriormente, € importante quantificar o
erro que se comente em calculos numéricos
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento em Ponto
Flutuante

Conforme vimos anteriormente, € importante quantificar o
erro que se comente em célculos numéricos

E a representagdo de um numero para célculos numéricos
depende intrinsecamente das caracteristicas de cada
maquina (e.g., base 3, mantissa t, precisao simples ou
dupla, - - )
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento em Ponto
Flutuante

Conforme vimos anteriormente, € importante quantificar o
erro que se comente em célculos numéricos

E a representagdo de um numero para célculos numéricos
depende intrinsecamente das caracteristicas de cada
maquina (e.g., base 3, mantissa t, precisao simples ou
dupla, - - )

Considere uma maquina que opera em aritmética de ponto
flutuante, com t digitos significativos e base 10.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Nesta maquina, um numero x pode ser representado da
seguinte forma (conveniente):

x="Ffx1084+ gy x10%71 01<fh<1e0<gy<.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Nesta maquina, um numero x pode ser representado da
seguinte forma (conveniente):
x="Ffx1084+ gy x10%7L, 01<fi<1e0<gy<.

EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Nesta maquina, um numero x pode ser representado da
seguinte forma (conveniente):
x="Ffx1084+ gy x10%7L, 01<fi<1e0<gy<1.

EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
x = 0.23457 x 10% = 0.2345 x 103 + 0.00007 x 10°
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Nesta maquina, um nimero x pode ser representado da
seguinte forma (conveniente):

Xx=Ffx104 gy x 10 01<fi<1e0<gy<T.
EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa

x = 0.23457 x 103 = 0.2345 x 10% + 0.00007 x 103
x = 0.2345 x 103 + 0.7 x 10G-4)=-1
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Nesta maquina, um nimero x pode ser representado da
seguinte forma (conveniente):

Xx="1f x1084+ g, x 10871, 01<fi<1e0<gy<.
EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
x = 0.23457 x 10% = 0.2345 x 10% + 0.00007 x 108
X =0.2345 x 10% + 0.7 x 10G-4)=-1

EXEMPLO: y = 7891.23 e t = 3 digitos na mantissa
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Nesta maquina, um nimero x pode ser representado da
seguinte forma (conveniente):

X=Ffx104+ gy x 108 01<fi<1e0<gy<T.
EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
x = 0.23457 x 10% = 0.2345 x 108 4 0.00007 x 108
x = 0.2345 x 103 4 0.7 x 106—4)=-1
EXEMPLO: y = 7891.23 e t = 3 digitos na mantissa
y =0.789123 x 10* = 0.789 x 10* + 0.000123 x 10*

104/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Nesta maquina, um numero x pode ser representado da
seguinte forma (conveniente):

x="1f x1084+ g, x 10871, 01<fi<1e0<gy<1.

EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
x = 0.23457 x 10% = 0.2345 x 10% + 0.00007 x 108
x = 0.2345 x 103 + 0.7 x 106@—4)=—1

EXEMPLO: y = 7891.23 e t = 3 digitos na mantissa

y =0.789123 x 10* = 0.789 x 10* + 0.000123 x 10*
y =0.789 x 10* +0.123 x 10(4-3)=1
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Nesta maquina, um nimero x pode ser representado da
seguinte forma (conveniente):

x="Ffx10®+gx x 1071, 01<fi<1el0<gy<T.

EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
x = 0.23457 x 103 = 0.2345 x 10° + 0.00007 x 108
x = 0.2345 x 10% + 0.7 x 108—4)=—"1

EXEMPLO: y = 7891.23 e t = 3 digitos na mantissa
y =0.789123 x 10* = 0.789 x 10* + 0.000123 x 10*
y =0.789 x 10* 4+ 0.123 x 10(4-3)="

EXEMPLO: z = 98765.4321 e t = 6 digitos na mantissa
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LT()pico 01

Nesta maquina, um nimero x pode ser representado da
seguinte forma (conveniente):

Xx="1f x1084+ g, x10%71, 01<fi<1e0<gy<1.

EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
x = 0.23457 x 103 = 0.2345 x 10° + 0.00007 x 108
x = 0.2345 x 10% + 0.7 x 108-4)=-1

EXEMPLO: y = 7891.23 e t = 3 digitos na mantissa
y =0.789123 x 10* = 0.789 x 10* + 0.000123 x 10*
y =0.789 x 10* +0.123 x 10(4-3)=1

EXEMPLO: z = 98765.4321 e t = 6 digitos na mantissa
z =0.987654321 x 10°
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LT()pico 01

Nesta maquina, um nimero x pode ser representado da
seguinte forma (conveniente):
x=Ffx1084+gyx 101 01<fr<1el0<gy<1.

EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
x = 0.23457 x 10% = 0.2345 x 103 + 0.00007 x 103
x = 0.2345 x 103 + 0.7 x 10G—4)=-1

EXEMPLO: y = 7891.23 e t = 3 digitos na mantissa
y =0.789123 x 10* = 0.789 x 10* + 0.000123 x 10*
y =0.789 x 10* +0.123 x 10(4-3)=1

EXEMPLO: z = 98765.4321 e t = 6 digitos na mantissa
7z =0.987654321 x 10°
z =0.987654 x 10° + 0.000000321 x 10°
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Nesta maquina, um numero x pode ser representado da
seguinte forma (conveniente):
Xx="1h x1084+ gy x10%71 01<fi<1e0<gy<1.

EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
x = 0.23457 x 103 = 0.2345 x 10° + 0.00007 x 103
x = 0.2345 x 103 + 0.7 x 10B—-4)=-1

EXEMPLO: y = 7891.23 e t = 3 digitos na mantissa
y =0.789123 x 10* = 0.789 x 10* + 0.000123 x 10*
y =0.789 x 10* +0.123 x 10(4-3)=1

EXEMPLO: z = 98765.4321 e t = 6 digitos na mantissa
z =0.987654321 x 10°
z =0.987654 x 10° 4+ 0.000000321 x 10°
z =0.987654 x 10° + 0.321 x 106-6)=—1
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

m Lembrando...

Queremos estudar os erros (absoluto e relativo) nos
processos de arredondamento e truncamento em
aritimética de ponto flutuante
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

m Lembrando...

Queremos estudar os erros (absoluto e relativo) nos
processos de arredondamento e truncamento em
aritimética de ponto flutuante

Em uma maquina, o numero
x="Ffx108+ gy x10%71 01<fi<1e0<gy<1,

pode ser representado por truncamento ou
arredondamento.
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

m Lembrando...

Queremos estudar os erros (absoluto e relativo) nos
processos de arredondamento e truncamento em
aritimética de ponto flutuante

Em uma maquina, o niumero
Xx="1f x1084+ gy x 10871, 01<fi<1e0<gy<1,

pode ser representado por truncamento ou
arredondamento.

m Truncamento (x poder ser visto como x*)
A quantidade gy x 10! é descartada e X = f, x 10€
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

m Lembrando...

Queremos estudar os erros (absoluto e relativo) nos
processos de arredondamento e truncamento em
aritimética de ponto flutuante

Em uma maquina, o numero

Xx="1f x1084+ g, x 10871, 01<fr<1e0<gy<1,
pode ser representado por truncamento ou
arredondamento.

m Truncamento (X poder ser visto como x*)
A quantidade gy x 10°~! é descartada e x = f, x 10°¢

Temos ainda que:
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento em Ponto

Flutuante
Xx="1fx1084+ g, x10%°1, 01<fi<1e0<gy<1,

EAx = |x — x| (Erro Absoluto)
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento em Ponto
Flutuante

Xx="1r x1084+ g, x 10871, 01<fi<1e0<gy<1,

EAx = |x — x| (Erro Absoluto)
EAx = |(fc x 10% + gy x 108~1) — (£, x 10°)|
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento em Ponto
Flutuante

x=Ffx1084+g,x 101 01<fr<1el0<gy<i1,
EAx = |x — x| (Erro Absoluto)

EAX - |(fX X 10e+gX X 10e_t) - (fx X 106)’
EAX — ‘gx X 10e_t|
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento em Ponto
Flutuante

x="Ff x108+ gy x10%L, 01<fi<1e0<gy<1,

EAx = |x — x| (Erro Absoluto)

EAx = |(f x 10 + gx x 1087) — (£ x 10°)|

EA, = |gx x 1087

Como 0 < gx < 1, temos que |gx| < 1. E segue que:
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento em Ponto
Flutuante

x="Ffx1084+ gy x10%71, 01<fh<1e0<gy<1,

EAx = |x — x| (Erro Absoluto)

EAx = |(fx x 10° + gx x 10°71) — (£ x 10°)]

EA, = |gx x 10871|

Como 0 < gx < 1, temos que |gx| < 1. E segue que:
EA, = |gx x 1081 < 108!
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento em Ponto
Flutuante

Xx="1f x1084+ g, x10%71, 01<fi<1e0<gy<1,

EAx = |x — X| (Erro Absoluto)

EA, = |(fc x 10% + gy x 1087 — (f, x 109)|

EA, = |gx x 10871

Como 0 < gx < 1, temos que |gx| < 1. E segue que:
EA, = |gx x 10871 < 108!

X = X|

ERX — —
[X]

(Erro Relativo)
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento em Ponto
Flutuante

Xx="1f x1084+ gy x 10871, 01<fi<1e0<gy<1,

EAx = |x — x| (Erro Absoluto)

EA, = |(fc x 10% + gy x 1087 — (f, x 109)|

EA, = |gx x 10871|

Como 0 < gx < 1, temos que |gx| < 1. E segue que:
EA, = |gx x 10| < 108!

ER, — X |;|X | _ "T)’?'X (Erro Relativo)
e—t
£q, _ 19: 10

I > 108
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento em Ponto
Flutuante

Xx="1f x1084+ gy x 10871, 01<fi<1e0<gy<1,

EAx = |x — x| (Erro Absoluto)

EA, = |(fc x 10% + gy x 1087 — (f, x 109)|

EA, = |gx x 10871|

Como 0 < gx < 1, temos que |gx| < 1. E segue que:
EA, = |gx x 10| < 108!

ER, — X |;|X | _ "T)’?'X (Erro Relativo)
cr g x 100 10
-

f[x 108 = [f[x 10°
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento em Ponto
Flutuante

Xx="1f x1084+ gy x 10871, 01<fi<1e0<gy<1,

EAx = |x — x| (Erro Absoluto)

EA, = |(fc x 10% + gy x 1087 — (f, x 109)|

EA, = |gx x 10871|

Como 0 < gx < 1, temos que |gx| < 1. E segue que:
EA, = |gx x 10| < 108!

ER, — X |;|X | _ "T)’?'X (Erro Relativo)
cr _ lo x 10070 100 10t
-

f < 108 = Tf| x 10° = 0.1 x 10°
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento em Ponto
Flutuante

Xx="1f x1084+ gy x 10871, 01<fi<1e0<gy<1,

EAx = |x — x| (Erro Absoluto)

EA, = |(fc x 10% + gy x 1087 — (f, x 109)|

EA, = |gx x 10871|

Como 0 < gx < 1, temos que |gx| < 1. E segue que:
EA, = |gx x 10| < 108!

ER, — X |;|X | _ "T)’?'X (Erro Relativo)
£R, _ lox x 1070 10et 1000 i

f < 108 = Tf| x 10° = 0.1 x 10°
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento em Ponto
Flutuante
Xx=Ffx104 gy x 108 01<fi<1e0<gy<T,

m Arredondamento
fx € alterado para levar em conta a quantidade gx
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento em Ponto
Flutuante
Xx="Ff x1084+ gy x10%71 01<fi<1e0<gy<1,

m Arredondamento
fy € alterado para levar em conta a quantidade gx

Uma forma de arredondamento amplamente empregada é
o arredondamento simétrico, dado por:

]
fy x 10° se \gx|<§

x|
Il

’
fy x 102 +10%°1 se |gyx| > >
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Xx="1h x1084+ g, x 10871, 01<fr<1e0<gy<1.

EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Xx="1f x1084+ g, x 10871, 01<fr<1e0<gy<1.

EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
x = 0.23457 x 10% = 0.2345 x 10% + 0.00007 x 108
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

x=Ffx1084+g,x 101 01<fr<lel0<gy<1.

EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
x = 0.23457 x 10 = 0.2345 x 108 4 0.00007 x 108

x = 0.2345 x 103+ 0.7 x 108-4=-1 g, = 0.7 > %
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

x="Ffx108+ gy x10%71 01<fhi<1e0<gy<.

EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
x = 0.23457 x 103 = 0.2345 x 10° + 0.00007 x 103

x =0.2345 x 103+ 0.7 x 108-4=-1 g, = 0.7 > %
x =0.2345 x 103 + 101
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

x="Ffx108+ gy x10%71 01<fhi<1e0<gy<.

EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
x = 0.23457 x 103 = 0.2345 x 10° + 0.00007 x 103

x =0.2345 x 103+ 0.7 x 108-4=-1 g, = 0.7 > %
x =0.2345 x 103 + 101 = 2345+ 0.1 = 234.6
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Xx="Ffx1084+g,x 101 01<fr<1el0<gy<i.

EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
x = 0.23457 x 10% = 0.2345 x 108 4 0.00007 x 108

x =0.2345 x 1034+ 0.7 x 108-4=-1 g, = 0.7 > %
x =0.2345 x 10° + 107" =234.5+ 0.1 = 234.6

EXEMPLO: y = 7891.23 e t = 3 digitos na mantissa
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

x="Ffx108+ gy x10%7I, 01<fh<1e0<gy<.

EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
x = 0.23457 x 103 = 0.2345 x 10° + 0.00007 x 103

x = 0.2345 x 103+ 0.7 x 108-49=-1 g, = 0.7 > %
x =0.2345 x 103 + 101 = 2345+ 0.1 = 234.6

EXEMPLO: y = 7891.23 e t = 3 digitos na mantissa
y =0.789123 x 10* = 0.789 x 10* + 0.000123 x 10*
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Xx="1f x1084+ g, x 10871 01<fi<1e0<gy<1.

EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
x = 0.23457 x 10% = 0.2345 x 10% + 0.00007 x 108

]
x =0.2345 x 103+ 0.7 x 10@-4=-1 g, = 0.7 > 5
x =0.2345 x 103 + 101 =234.5+ 0.1 = 234.6

EXEMPLO: y = 7891.23 e t = 3 digitos na mantissa
y =0.789123 x 10* = 0.789 x 10* + 0.000123 x 10*

’
y =0.789 x 10* + 0.123 x 10(4=3)=1 g, = 0.123 < 5
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

x="1f x1084+ gy x 10871, 01<fi<1e0<gy<1.

EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
x = 0.23457 x 103 = 0.2345 x 10° + 0.00007 x 103

]
x =0.2345 x 108 + 0.7 x 108-4=-1 g, = 0.7 > 3
x =0.2345 x 103 + 101 = 2345+ 0.1 = 234.6

EXEMPLO: y = 7891.23 e t = 3 digitos na mantissa
y =0.789123 x 10* = 0.789 x 10* + 0.000123 x 10*

y =0.789 x 104 +0.123 x 104-3=1 g, = 0.123 < %
y =0.789 x 10*
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

x="1f x1084+ gy x 10871, 01<fi<1e0<gy<1.

EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
x = 0.23457 x 103 = 0.2345 x 10° + 0.00007 x 103

]
x =0.2345 x 108 + 0.7 x 108-4=-1 g, = 0.7 > 3
x =0.2345 x 103 + 101 = 2345+ 0.1 = 234.6

EXEMPLO: y = 7891.23 e t = 3 digitos na mantissa
y =0.789123 x 10* = 0.789 x 10* + 0.000123 x 10*

y =0.789 x 104 +0.123 x 104-3=1 g, = 0.123 < %
y =0.789 x 10* = 7890
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Xx="1h x1084+ g, x 10871, 01<fr<1e0<gy<1.

EXEMPLO: x = 234.57 e t = 4 digitos na mantissa
x = 0.23457 x 10% = 0.2345 x 103 4+ 0.00007 x 103

x =0.2345 x 103+ 0.7 x 108-4=-1 g, = 0.7 > %
x =0.2345 x 103 + 10" ' = 2345+ 0.1 = 234.6

EXEMPLO: y = 7891.23 e t = 3 digitos na mantissa
y =0.789123 x 10* = 0.789 x 10* + 0.000123 x 10*

y =0.789 x 104 +0.123 x 104-3=1 g, = 0.123 < %
y =0.789 x 10* = 7890

1 1
m Vamos analisar EAy e ERy para |gx| < € 19x| > >
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento
1
m Se|gx| < 1 temos:
EAx = |x — x| (Erro Absoluto)
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento

1
m Se|gx| < o1 temos:

EAx = |x — X| (Erro Absoluto)
EAX == |(fX X 10e+gx X 10e_t) - (fX X 106)’
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento

1
m Se |gx| < 1 temos:

EAx = |x — X| (Erro Absoluto)
EE/‘X — ‘(fx X 1 ()e _% SJX X 1 ()egit) - (fx X 1 ()e)’
EAX == ‘gx‘ X 10eit.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento
m Se |gx| < % temos:

EAx = |x — x| (Erro Absoluto)

EA, = |(fc x 10% + gy x 10871) — (f, x 10°)|

1
EA, = |gx| x 108~t, Como |gx| < 5 segue:
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento

1
m Se |gx| < 5 temos:

EAy = |x — X| (Erro Absoluto)
EAx = |(fi x 108 + gy x 10871) — (£, x 10°)|
EA, = |gx| x 108~ Como |gx| < %, segue:

EA, < % x 108!
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento

]
m Se |gx| < 1 temos:

EA, = |x — x| (Erro Absoluto)

EAy = |(f, x 10° + gy x 10°7t) — (£, x 10°)]

EAy = |gx| x 10°~. Como |gy| < % segue:
1

EA, < > x 1081

ER, — X~ X _ EAx
B x|

(Erro Relativo)
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento

1
m Se|gx| < 5 temos:

EAx = |x — x| (Erro Absoluto)
EAX = |(fX X 10e+gx X 10e_t) - (fX X 106)’

1
EAy = |gx| X 10!, Como lgx| < 5 segue:

EA, < % x 108!

ERy = X —X| _ EAx (Erro Relativo)
x| x|
et
ER, — |gx| x 10

|fx| x 10€
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento

1
m Se|gx| < 5 temos:

EAx = |x — x| (Erro Absoluto)
EAX = |(fX X 10e+gx X 10e_t) - (fX X 106)’

1
EAy = |gx| X 10!, Como lgx| < 5 segue:

EA, < % x 108!

ERy = X —X| _ EAx (Erro Relativo)
x| x|
et et
ER, — |gx| x 10 0.5x 10

f[x10° = [f[x 10°
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento

1
m Se|gx| < 5 temos:

EAx = |x — x| (Erro Absoluto)
EAX = |(fX X 10e+gx X 10e_t) - (fX X 106)’

1
EAy = |gx| X 10!, Como lgx| < 5 segue:

EA, < % x 108!

ERy = X —X| _ EAx (Erro Relativo)
x| x|
e—t e—t e—t
ER, _ 10X 10° 051051 0510

f <102 = [h[x10° ~ 0.1 x10°
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento

)
m Se|gx| < 1 temos:

EAx = |x — X| (Erro Absoluto)

EAx = |(fx x 10 + gx x 1087F) — (£, x 10°)|
1

EA, = |gx| x 108~ Como |gx| < 5> segue:

EA, < % x 108!

er, = X=X _ EA g0 Relativo)
XX
e—t e—t e—t
£R, 10 x 10 0.5 x 10 0.5x 10

f <102 = [h[x10° = 0.1 x10°

1
ER, < 5 X 10"t
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento
1
m Se|gx| > 1 temos:
EAx = |x — x| (Erro Absoluto)
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento
m Se |gx| > % temos:
EAx = |x — X| (Erro Absoluto)

EAX == |(fX X 10e+gx X 10e_t) - (fX X 10e+ 106_1‘)’
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento

1
m Se |gx| > 1 temos:

EAx = |x — X| (Erro Absoluto)
EAx = |(fy x 10% 4 gx x 10871) — (f, x 10% + 10°~1)|
EAX == ‘gx X 10971’ - 10671"
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento

]
m Se |gx| > o1 temos:

EAx = |x — x| (Erro Absoluto)

EA, = |(fc x 10° + gy x 10°71) — (£, x 10° + 108-1)|
EAy = |gx x 1087t — 1081

EA, = |gx — 1| x 106~ (note também que 0 < gy < 1),
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento

1
m Se |gx| > 1 temos:

EAx = |x — x| (Erro Absoluto)

EAx = |(fy x 108 + gx x 10871) — (f, x 10% + 10°~1)|
EA, = |gx x 108t — 1087

EAx = |gx — 1| x 10°71 (0 < gx < 1),

EA, < % x 1081
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento
m Se |gx| > % temos:
EAx = |x — x| (Erro Absoluto)
EA, = |(fi x 10% + gy x 10871) — (f, x 10% + 10°71)]
EA, = |gx x 108~t — 1087
EAc =|gx — 1| x 10871 (0 < gy < 1),
EA. < % x 10!

ER, = X=X _ EA:
[X] [X]

(Erro Relativo)
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento

1
m Se [gx| > 5 temos:

EAx = |x — X| (Erro Absoluto)

EAx = |(fx x 108 + gx x 10871) — (£, x 10% + 10°~1)|
EAx = |gx x 1087t —10°|

EAx = |gx — 1| x 10871 (0 < gy < 1),

EA, < % x 108!

er, = X=X _ EA e Relativo)
x| x|
e—t
ER, < 0.5x10

e x 108 + 10e1]
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento

1
m Se [gx| > 5 temos:

EAx = |x — X| (Erro Absoluto)

EAx = |(fx x 108 + gx x 10871) — (£, x 10% + 10°~1)|
EAx = |gx x 1087t —10°|

EAx = |gx — 1| x 10871 (0 < gy < 1),

EA, < % x 108!

er, = X=X _ EA e Relativo)
x| x|
e—t e—t
£, . 05x10 0.5 x 10

[ x 108 11051 ~ [h] x 108
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento

1
m Se [gx| > 5 temos:

EAx = |x — X| (Erro Absoluto)

EAx = |(fx x 108 + gx x 10871) — (£, x 10% + 10°~1)|
EAx = |gx x 1087t —10°|

EAx = |gx — 1| x 10871 (0 < gy < 1),

EA, < % x 108!

er, = X=X _ EA e Relativo)
x| x|
e—t e—t e—t
£, . 05x10 0.5 x 10 0.5 x 10

I x 102 + 1051 ~ [h| x 106 ~ 0.1 x 10°
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento

1
m Se |gx| > 5 temos:

EAx = |x — x| (Erro Absoluto)

EAx = |(fy x 108 + gx x 10871) — (fy x 10® + 10871)]
EAx = |gx x 1087t —10°|

EAx = |gx — 1| x 10871 (0 < gy < 1),

EAx < % x 10¢7!

er, — X=X _ EA £no Relativo)
x| x|
e—t e—t e—t
£, o 05x10 0.5 x 10 0.5 x 10

o x 102 + 1051 ~ [h] x10° ~ 0.1 x 10°

ER, < % x 101!
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento

m Assim, para ambos os casos, 0s erros sao dados por:
1
EAc < 5 % 108!

ER, < % x 1011
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento

m Assim, para ambos os casos, 0s erros sao dados por:
1
EAc < 5 % 108!

ER, < % x 101!

m O erro cometido no processo de arredondamento € menor
do que aquele apresentado no truncamento.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Erros de Arredondamento e Truncamento

m A analise revela que os erros sdo dados por:

EA, < % x 108~ (“Se” t — oo “entao” EAx — 0)

ER, < % x 101! (“Se” t — oo “entdo” ERx — 0)

m O erro cometido no processo de arredondamento é menor
do que aquele apresentado no truncamento.

m Por outro lado, do ponto de vista de esfor¢o computacional
(tempo de execucado das operacgdes), o truncamento
requer menos tempo do que o arredondamento.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

- Operacoes Aritméticas em Ponto Flutuante
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Considere uma maquina e/ou computador qualquer e uma
série de operacoes aritméticas.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Considere uma maquina e/ou computador qualquer e uma
série de operacoes aritméticas.

Pelo fato do arredondamento/truncamento ser feito apds
cada operacao temos, ao contrario do que é valido para
numeros reais, que as operagdes aritméticas

adicao, subtracao, divisao e multiplicacao

nao sao nem associativas e nem distributivas.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Considere uma maquina e/ou computador qualquer e uma
série de operacoes aritméticas.

Pelo fato do arredondamento/truncamento ser feito apds
cada operacao temos, ao contrario do que é valido para
numeros reais, que as operacoes aritméticas

adicao, subtracao, divisao e multiplicacao
nao sao nem associativas € nem distributivas.
Vejamos esse fato por meio de exemplos.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Sem perda de generalidade, considere o sistema com
base 5 = 10 e 3 digitos significativos.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Sem perda de generalidade, considere o sistema com
base 5 = 10 e 3 digitos significativos.

Vamos efetuar os calulos das expressdes numéricas
indicadas:

a) (11.4+3.18)+505 e 11.4+(3.18+5.05)
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Sem perda de generalidade, considere o sistema com
base 5 = 10 e 3 digitos significativos.

Vamos efetuar os calulos das expressdes numéricas
indicadas usando o arredondamento simétrico:

a) (11.4+318)+505 e 11.4+(3.18+5.05)

(11.4+3.18) +5.05=14.6 + 5.05 = 19.7
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Sem perda de generalidade, considere o sistema com
base 5 = 10 e 3 digitos significativos.

Vamos efetuar os calulos das expressées numéricas
indicadas usando o arredondamento simétrico:

a) (11.4+3.18)+505 e 11.4+(3.18+5.05)

(11.4+3.18) +5.05 = 14.6 + 5.05 = 19.7
114+ (3.18 +5.05) = 11.4 + 8.23 = 19.6

167/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Calcule as expressodes indicadas nos itens b) e c):

318 x 11.4 3.18
®) —%.05 e go5 <114

c) 318 x(5.05+11.4) e 3.18x505+3.18x11.4
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

3.18 x 11.4 3.18
3.18 x 114 36.3
5.05 - 5.05 719
3.18
505 x11.4=0.630x11.4=7.18

c) 318 x(5.05+11.4) e 3.18x505+3.18x11.4

3.18 x (5.05+11.4)=3.18 x 16.5 =525
3.18 x5.05+3.18 x 11.4 =16.1 + 36.3 = 52.4

169/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

d) Calcular o polinémio P(x) = x3 — 6x2 + 4x — 0.1 no ponto
Xx = 5.24 e comparar com o resultado exato.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

d) Calcular o polinémio P(x) = x3 — 6x2 + 4x — 0.1 no ponto
Xx = 5.24 e comparar com o resultado exato.

Valor exato: considere todos os digitos de uma maquina,
sem usar arredondamento a cada operagao.

Segue que, P(5.24) = —0.00776 (valor exato).
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

d) Calcular o polinémio P(x) = x® — 6x2 + 4x — 0.1 no ponto
x = 5.24 e comparar com o resultado exato.

Valor exato: considere todos os digitos de uma maquina,
sem usar arredondamento a cada operagao.

Segue que, P(5.24) = —0.00776 (valor exato).
Usando arredondamento a cada operagao efetuada.

P(5.24) =524 x275 -6 x275+4 x5.24 - 0.1
=144. -165.+21.0 - 0.1
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

d) Calcular o polinémio P(x) = x® — 6x2 + 4x — 0.1 no ponto
x = 5.24 e comparar com o resultado exato.

Valor exato: considere todos os digitos de uma maquina,
sem usar arredondamento a cada operagao.

Segue que, P(5.24) = —0.00776 (valor exato).

Usando arredondamento a cada operacao efetuada.
P(5.24) =524 x275-6 x275+4 x5.24 - 0.1
=144. -165.+21.0 - 0.1

= —0.10 (somando da esquerda para a direita)
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

d) Calcular o polinémio P(x) = x® — 6x2 + 4x — 0.1 no ponto
x = 5.24 e comparar com o resultado exato.

Valor exato: considere todos os digitos de uma maquina,
sem usar arredondamento a cada operagao.

Segue que, P(5.24) = —0.00776 (valor exato).

Usando arredondamento a cada operacao efetuada.
P(5.24) =524 x275 -6 x27.5+4x5.24 - 0.1
=144. - 165.+21.0 - 0.1

= —0.10 (somando da esquerda para a direita)

= 0.00 (somando da direita para a esquerda).
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Continuando. Note ainda que o polinbmio
P(x) = x3 — 6x2 + 4x — 0.1 pode ser escrito como:

P(x) = x(x(x —6) +4) — 0.1
(forma computacional “tipicamente” eficiente)
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Continuando. Note ainda que o polinémio
P(x) = x3 — 6x% + 4x — 0.1 pode ser escrito como:

P(x) = x(x(x —6) +4) — 0.1

Assim:

P(5.24) =5.24(5.24(5.24 — 6) +4) — 0.1
=5.24(-3.98+4) — 0.1

= 5.24(0.02) — 0.1

=0.105-0.1

= 0.005 (sinal errado !!!)
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Continuando. Note ainda que o polinémio
P(x) = x3 — 6x2 + 4x — 0.1 pode ser escrito como:

P(x) = x(x(x —6) +4) — 0.1

Assim:

P(5.24) =5.24(5.24(5.24 —6) +4) — 0.1
=5.24(-3.98+4) — 0.1

=5.24(0.02) — 0.1

=0.105-0.1

= 0.005 (sinal errado !!!)

m A perda de digitos significativos requer cuidados para
evitar impacto negativo na computacdo em precisao finita.
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

m Analise de Erros nas Operacoes Aritméricas de ponto
Flutuante

No que segue indicam-se as férmulas para os erros
absoluto e relativo nas operagdes aritméticas em ponto
flutuante
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

m Analise de Erros nas Operacoes Aritméricas de ponto
Flutuante

No que segue indicam-se as férmulas para os erros
absoluto e relativo nas operagdes aritméticas em ponto
flutuante

Nas contas que seguem supde-se que o erro final é
arredondado.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Adicao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAcey =y + EA,.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Adicao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAcey =y + EA,.
X+y
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Adicao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.
X+y=(X+EA)+ (Y +EA))
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Adicao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.
x+y=(X+EA)+ Y+ EA) =(X+Y)+ (EA«+ EA))
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Adicao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.
Xx+y=X+EA)+ Y+ EA)=(X+Yy)+ (EA«+ EA))

Dai segue que o erro absoluto EAy,, da soma vale:
E;/‘X‘FJ/ — E;/‘X '+‘ E;/‘y
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Adicao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.
X+y=(X+EA)+(y+EA)=(X+Y)+ (EA«+ EA))

Dai segue que o erro absoluto EAy,, da soma vale:
E;/‘X-%j/ = E;/qx '+‘ E;/qy

Erro Relativo
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Adicao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.
X+y=X+EA)+ Y +EA)=(X+Y)+ (EA«+ EA))

Dai segue que o erro absoluto EAy,, da soma vale:
[E)4X;Fy == [E)qx —F [E)qy

Erro Relativo

EA
iy = 7++7y
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Adicao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.
X+y=X+EA)+ Y +EA)=(X+Y)+ (EA«+ EA))

Dai segue que o erro absoluto EAy,, da soma vale:
[E)4X;Fy == [E)qx —F [E)qy

Erro Relativo
EA
ER,., — Sy _ EA y

—— —— + =—=
X+y X+y X+Yy
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Adicao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.
X+y=(X+EA)+(y+EA)=(X+Yy)+ (EA«+ EA))

Dai segue que o erro absoluto EAx,, da soma vale:

Erro Relativo
EA«.y  EAx EA,

=57y "%y Txvy
ep. _EA X EA Y
X X+y Y X+y
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Adicao
Erro Absoluto
Sejam x e y, taisque x =X + EAxe y =y + EA,.
X+y=(X+EA)+(y+EA)=(X+Y)+ (EA«+ EA))

Dai segue que o erro absoluto EAy,, da soma vale:

Erro Relagxo A A

X1y x+y x4y
EA, X EA, ¥

+y y X+y
X

X
E;F?X4—y = E;F?X (:)(+y€> _% EEF?y (:)(+}/>

<l
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Subtracao
Sejam x e y,taisque x =X+ EAcey =y + EA,.

m Analogamente ao caso da adigc&o, temos:
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Subtracao
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.

m Analogamente ao caso da adicéo, temos:

Erro Absoluto
E;/‘X‘FJ/ — E;/‘X - E;/‘y
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Subtracao
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.

m Analogamente ao caso da adi¢do, temos:

Erro Absoluto

Erro Relativo
X y
ERyyy = ER Xy - ER, ﬁ
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Multiplicacao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAcey =y + EA,.
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

m Multiplicacao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAcey =y + EA,.

Xy
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Multiplicacao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.
Xy =(X+ EA) (¥ + EAy)

195/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Multiplicacao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.
xy=(X+EA) (Y +EA))
Xy =xy+XxEA, +yEA, + EA(EA,
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Multiplicacao
Erro Absoluto
Sejam x e y, taisque x =X + EAxe y =y + EA,.
xy = (X+ EA) (V + EAy)
Xy =Xy+XEA, +yEA, + EA EA,
Supondo que o produto (EAx) (EAy) € um nimero
pequeno, decarta-se entdo este termo da ultima equacao.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Multiplicacao
Erro Absoluto
Sejam x e y, taisque x =X + EAxe y =y + EA,.
xy = (X+ EA) (V + EAy)
Xy =Xy+XEA, +yEA, + EA  EA,
Supondo que o produto (EAx) (EAy) € um nimero
pequeno, decarta-se entao este termo da ultima equacao.

EAyy ~XEA, + VEA,
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Multiplicacao
Erro Absoluto
Sejam x e y, taisque x =X + EAxe y =y + EA,.
xy = (X + EA) (V + EAy)
Xy =Xy+XEA, +yEA, + EAc EA,
Supondo que o produto (EAx) (EAy) € um nimero
pequeno, decarta-se entdo este termo da ultima equacao.
EAxy ~ XEA, + yEA

Erro Relativo
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Multiplicacao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.
xy=(Xx+EA) (Y +EA))
Xy =Xy+XEA, +yEAx + EAx EA,
Supondo que o produto (EAx) (EAy) € um ndmero
pequeno, decarta-se entdo este termo da ultima equacao.
EAyx, ~ XEA, + YEA

Erro Relativo
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Multiplicacao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.
xy = (X + EA) (V + EAy)
Xy =Xy+XxEA, +yEA + EAc EA,
Supondo que o produto (EAx) (EAy) € um nimero
pequeno, decarta-se entdo este termo da ultima equacao.
EAxy ~ XEA, + yEA

Erro Relativo
ER,, ~ EAyy _ xEijiyEAX
Xy Xy
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Multiplicacao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.
xy = (X + EA) (V + EAy)
Xy =Xy+XxEA, +yEA + EAc EA,
Supondo que o produto (EAx) (EAy) € um nimero
pequeno, decarta-se entdo este termo da ultima equacao.
EAxy ~ XEA, + yEA

Erro Relativo
ER,, ~ EAyy _ XEA, + yEA /

_ EAX+ EA,
Xy Xy X y
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Multiplicacao
Erro Absoluto
Sejam x e y, taisque x =X + EAxe y =y + EA,.
xy = (X+ EA) (V + EAy)
Xy =Xy+XEA, +yEA + EAc EA,
Supondo que o produto (EAx) (EAy) € um nimero
pequeno, decarta-se entdo este termo da ultima equacao.
EAxy ~ XEA, + yEAx

Erro Relativo

R, ~ Py _ TEA I TEA Ay EA,
Xy Xy X y

ER«y, ~ ERx + ER,
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto

Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.
X

y
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.
X X+ EA,
y V+EA,
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto
Sejamx e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.

X+ EAx, X+ EA, 1

X
y Y+EA Y 1+%
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto
Sejam x e y, taisque x =X + EAxe y =y + EA,.
X X+ EA« X+ EA 1
y V+EA, ¥ 14+ 5

Atencao!
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.

X X+EA X+EA [ 1

y Y+EA, Y 1+%

Atencgéo!

Por conveniéncia na analise, vamos expressar o termo
1

A, COMo segue:

1+7
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto
Sejam x e y, taisque x =X + EAxe y =y + EA,.

X X+ EA X+ EA 1
y V+EA, ¥ 14+ 5
Atencao!

Por conveniéncia na analise, vamos expressar o termo
1

EA
145

1 BA L (BANT (BANY
1+ 5 y y y
Ty

como segue (série infinita):
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAcey =y + EA,.

X X+EAc X+EA [ 1

y Y+EA, Y 14 5

Atencéo!
Por conveniéncia na analise, vamos expressar o termo

T Ea, COMO segue (série infinita):

1+7

1:1_EAy+<EAy)2_<EAy>3+...
EA v v v
14 =~ y y y

e desprezando os termos com poténcias maiores do que
1, temos:
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.
X - 7+7EAX <1 _EAy>

y y y
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.

X XA (1 EA) (1 ER () EA)
y y y y Yy y
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.

X+ EA <1_E/\y>_<X+Ex> (1_EAy>
y y VY y

EAx XEA, EAEA,

a e

~
~

<Ix <IXx

_'_

< x|
<
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAcey =y + EA,.

X XA (| EA) (1 EA (A
y y y y Yy y
X o

Yy

x EAx XEA, EAEA,

vty T T2 T T =2

y y y y
Atencéao!
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAcey =y + EA,.

X X+ EA« (1_EAy> B (x+E X) (1 B EAy)
y y y y oy y
x x EA« XEA, EAEA,

VEVT Ty T T2 T 2

y y y y y

Atencéao!

Supondo que o produto (EAx) (EAy) é um nimero
pequeno, decarta-se entéo este termo da ultima equagao.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.

XL EEEA () ER) (X EAY () B
y y y y y y

x X EA« XEA, EAEA,

VETT TS T T2 T T =2

y y y y y

Atengéo!

Supondo que o produto (EAx) (EAy) € um nimero
pequeno, decarta-se entdo este termo da ultima equacgao.

Segue que:
{%XJF EAx XEA,
y vy vy ¥?
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto

Finalmente,
EAx XEAy
EAgy ==~ 7
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto
Finalmente,
EAx XEA, YyEA«—-XEA,
EAvy=—————=>% = -2
y y y
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto
Finalmente,
EAx XEA, YyEA«(—XEA,
EAvy=————=% = -2
y y y

Erro Relativo
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto

Finalmente,
EA X EA v EA, — X EA
EAxyy = yx =T *

Erro Relativo

EA
ERy )y ~ 7£/y

y
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto
Finalmente,
EAr XEA, YyEA«—XEA,
EAyyy=————=F%"= —2
y y y

Erro Relativo
EE)q)(/J/ ]7 [E;z‘X - X lE;Z‘y ]7
SEC ( 7 ) X

<>
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto
Finalmente,
EAx XEA, YyEA«(—XEA,
EAvy=———7F"= —2
y y y

Erro Relativo

EAy/y YEA«—XEA/\ y
ERy/y ~ x ( -2 > X
% y
EAc EAy

ERX/y ~

X y
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Divisao
Erro Absoluto
Finalmente,
EAx XEA, YyEA«(—XEA,
EAvy=———7F"= —2
y y y

Erro Relativo

EAy, (VEA«—XEA,\ ¥
ERy/y ~ x ( -2 > X
v y

EA, EA,
E;F?X/y ~ 5?X — “j;‘* = E;F?X — E;F?y
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

m E valido lembrar que em todas as férmulas, nao foi
considerado o erro de arredondamento ou truncamento
no resultado final.

Para uma analise completa, detalhada, da propagacao dos
erros, deve-se considerar ainda os erros em cada
operacgéao efetuada.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

— Condicionamento de algoritmos & Efeitos Numéricos
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Neste curso vamos examinar alguns procedimentos de
aproximacao, chamados algoritmos, que envolve uma
sequéncia de célculos.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Neste curso vamos examinar alguns procedimentos de
aproximacao, chamados algoritmos, que envolve uma
sequéncia de calculos.

Um algoritmo é um procedimento que descreve, de forma
inequivoca, uma sequéncia finita de passos a ser
realizada em uma ordem especifica.
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

Neste curso vamos examinar alguns procedimentos de
aproximacao, chamados algoritmos, que envolve uma
sequéncia de calculos.

Um algoritmo é um procedimento que descreve, de forma
inequivoca, uma sequéncia finita de passos a ser
realizada em uma ordem especifica.

O objetivo de um algoritmo é o de implementar um
procedimento para a resolver um problema ou
para uma solucao aproximada do problema.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Além dos problemas dos erros causados pelas operacoes
aritméticas existem certos efeitos numéricos que
contribuem para que um resultado numérico nao seja
confiavel.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Além dos problemas dos erros causados pelas operacoes
aritméticas existem certos efeitos numéricos que
contribuem para que um resultado numérico nao seja
confiavel.

Alguns dos problemas mais frequentes em célculo
numérico sdo:

Cancelamento

Geracao e Propagacao de Erros
Instabilidade Numérica

Mal Condicionamento
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Além dos problemas dos erros causados pelas operacoes
aritméticas existem certos efeitos numéricos que
contribuem para que um resultado numérico nao seja
confiavel.

Alguns dos problemas mais frequentes em célculo
numericos sao:

Cancelamento

Geracao e Propagacao de Erros
Instabilidade Numérica

Mal Condicionamento

Vejamos alguns exemplos para ilustrar esse problemas
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Cancelamento

232/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Cancelamento

O cancelamento ocorre tipicamente na subtracao de dois
nameros “quase iguais”, ou na adigao de dois nimeros
com sinais opostos e “gquase iguais” em valor absoluto
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Cancelamento

O cancelamento ocorre tipicamente na subtracao de dois
nameros “quase iguais”, ou na adicao de dois numeros
com sinais opostos e “quase iguais” em valor absoluto

Importante: Lembrem-se que estamos operando com
aritmética de ponto flutuante !!
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Cancelamento

O cancelamento ocorre tipicamente na subtracao de dois
ndmeros “quase iguais”, ou na adi¢cao de dois nimeros
com sinais opostos € “gquase iguais” em valor absoluto

Importante: Lembrem-se que estamos operando com
aritmética de ponto flutuante !!

Sem perda de generalidade, vamos supor que estamos
trabalhando com o sistema F(10,10,10,10).
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

EXEMPLO: v9876 — /9875.

236/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

EXEMPLO: v9876 — v/9875. Segue que:
v/9876 = 0.9937806599 x 10 e
v/9875 = 0.9937303457 x 102
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

EXEMPLO: v9876 — v/9875. Segue que:
/9876 = 0.9937806599 x 10% e
/9875 = 0.9937303457 x 102

Entdo /9876 — /9875 = 0.0000503142 x 102
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

EXEMPLO: v/9876 — +/9875. Segue que:
v/9876 = 0.9937806599 x 102 e
v/9875 = 0.9937303457 x 102

Entao /9876 — v/9875 = 0.0000503142 x 102

A normalizagdo muda este resultado para:
0.5031420000 x 10~*

239/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

EXEMPLO: v9876 — v/9875. Segue que:
v/9876 = 0.9937806599 x 10% e
v/9875 = 0.9937303457 x 102

Entdo v/9876 — /9875 = 0.0000503142 x 102

A normalizagdo muda este resultado para:
0.5031420000 x 10~*

Assim os quatro zeros no final da mantissa ndo tém
significado e assim “perdem-se” 4 casas decimais.
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EXEMPLO: v9876 — v/9875. Segue que:
v/9876 = 0.9937806599 x 102 e
/9875 = 0.9937303457 x 102

Entdo v/9876 — /9875 = 0.0000503142 x 102

A normalizacdo muda este resultado para:
0.5031420000 x 10—

Assim os quatro zeros no final da mantissa ndo tém
significado e assim “perdem-se” 4 casas decimais.

Pergunta: E possivel obter um resultado mais preciso ?
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Para este caso a resposta é sim.
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Para este caso a resposta é sim. Basta consider a
identidade:

Vg XY
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Para este caso a resposta é sim. Basta consider a
identidade:

‘F\F\F+f

Entdo, /9876 — /9875 =
0.5031418679 x 104
0.5031420000 x 10~ (antes)
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Para este caso a resposta é sim. Basta consider a
identidade:

VX-Vr= \F+\f

Entdo, /9876 — /9875 =
0.5031418679 x 104
0.5031420000 x 10~* (antes)

Em algumas situacdes é possivel explorar propriedades
especiais de funcoes.
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Por exemplo, se x e y sdo numeros “quase iguais”, é
conveniente substituir:

X—y
VXY

m cos? ) — sen?l por cos(20)

" VX— VY por

y

m logy — log x por log "

mseny —senx  por 2seni(x—y)cosi(x+y)

246/430



Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

m Nos exemplos discutidos foi possivel identificar e resolver
o problema do cancelamento.

Entretanto, é valido observar que nhem sempre sera
possivel indentificar uma maneira trivial de resolver
problemas ocasionados pelo cancelamento.
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m Geracao e Propagacao de Erros

248/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Atengéo !
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Atencao !

Vamos revisitivar, e ampliar, a discussao de alguns
exemplos ja apresentados
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Sem perda de generalidade, considere o sistema com
base 5 = 10 e 3 digitos significativos.

Vamos efetuar os calulos das expressdes numéricas
indicadas:

a) (11.4+3.18)+505 e 11.4+(3.18+5.05)
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Sem perda de generalidade, considere o sistema com
base 5 = 10 e 3 digitos significativos.

Vamos efetuar os calulos das expressdes numéricas
indicadas:

a) (11.4+318)+505 e 11.4+(3.18+5.05)

(11.4+3.18) +5.05=14.6 + 5.05 = 19.7
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Sem perda de generalidade, considere o sistema com
base 5 = 10 e 3 digitos significativos.

Vamos efetuar os calulos das expressées numéricas
indicadas:

a) (11.4+3.18)+505 e 11.4+(3.18+5.05)

(11.4+3.18) + 5.05 = 14.6 + 5.05 = 19.7
114+ (3.18 +5.05) = 11.4 + 8.23 = 19.6
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m Geracao de erro na adicao
Sejam x e y, taisque x =X + EAxey =y + EA,.

Erro Absoluto

[E;Z‘XA+J/ == E;/‘X '+‘ EE)qy

Erro Relativo

5( —
E;F?X%*y == E;F?X (:)( _F j/:) ‘% E;F?y <:)( fﬁ J/:>
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m Geracao de erro na subtracao
Sejam x e y, taisque x =X + EAxey =y + EA,.

Erro Absoluto
EE/‘XAF)/ == E;/‘X - [E)qy

Erro Relativo

. _
ERy., = ERy <X _y) — ER, <X{y)
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3.18 x 11.4 3.18
3.18 x 114 36.3
5.05 - 5.05 719
3.18
505 x11.4=0.630x11.4=7.18

c) 318 x(5.05+11.4) e 3.18x505+3.18x11.4

3.18 x (5.05+11.4)=3.18 x 16.5 =525
3.18 x5.05+3.18 x 11.4 =16.1 + 36.3 = 52.4
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m Geracao de erro na multiplicacao
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.

Erro Absoluto
EAxy ~ XEA, + yEA

Erro Relativo
ERxy ~ ERx+ ER,
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m Geracao de erro na divisao
Sejam x e y,taisque x =X+ EAxey =y + EA,.

Erro Absgluto _
EA Yy EAx — X EA,

2

x/y = %

Erro Relativo
ERy/, ~ ERx — ER,
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Atengéo !
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Atencéao !
Vamos ver como a propagacao de erro ocorre - - -
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Atencéao !
Vamos ver como a propagacao de erro ocorre - - -

em operagoes aritiméticas em ponto flutuante
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Atencéao !
Vamos ver como a propagacao de erro ocorre - - -

em operagodes aritiméticas em ponto flutuante

d) Calcular o polinémio P(x) = x® — 6x2 + 4x — 0.1 no ponto
x = 5.24 e comparar com o resultado exato.
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Atengéo !
Vamos ver como a propagacao de erro ocorre - - -

em operagodes aritiméticas em ponto flutuante

d) Calcular o polinémio P(x) = x® — 6x2 + 4x — 0.1 no ponto
x = 5.24 e comparar com o resultado exato.

Valor exato: considere todos os digitos de uma maquina,
sem usar arredondamento a cada operagao.
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P(x) = x3 — 6x? + 4x — 0.1 no ponto x = 5.24,
P(5.24) = —0.00776 (valor exato).
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P(x) = x® — 6x2 4 4x — 0.1 no ponto x = 5.24,
P(5.24) = —0.00776 (valor exato).

Usando arredondamento a cada operacao efetuada.

P(5.24) =524 x 275 -6 x27.5+4x5.24 - 0.1
=144. - 165. +21.0 - 01
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P(x) = x3 — 6x? + 4x — 0.1 no ponto x = 5.24,
P(5.24) = —0.00776 (valor exato).

Usando arredondamento a cada operacao efetuada.
P(5.24) =524 x275 -6 x27.5+4x524 - 0.1
=144. - 165.+21.0 - 0.1

= —0.10 (somando da esquerda para a direita)
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P(x) = x® — 6x? 4 4x — 0.1 no ponto x = 5.24,
P(5.24) = —0.00776 (valor exato).

Usando arredondamento a cada operacao efetuada.
P(5.24) =524 x275—-6 x27.5+4 x5.24 - 0.1
=144. -165.+21.0 - 0.1

= —0.10 (somando da esquerda para a direita)

= 0.00 (somando da direita para a esquerda).
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P(x) = x® — 6x2 4 4x — 0.1 no ponto x = 5.24,
P(5.24) = —0.00776 (valor exato).

Usando arredondamento a cada operacao efetuada.
P(5.24) =524 x275-6 x275+4 x5.24 - 0.1
=144. -165.+21.0 - 0.1

= —0.10 (somando da esquerda para a direita)

= 0.00 (somando da direita para a esquerda).

m Note que o erro cometido em cada parcela € propagado
para as operagdes posteriores.
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P(x) = x® — 6x? + 4x — 0.1 no ponto x = 5.24,
P(5.24) = —0.00776 (valor exato).

Usando arredondamento a cada operacao efetuada.
P(5.24) =524 x275-6 x275+4 x 524 -0.1
=144. - 165.+21.0- 0.1

= —0.10 (somando da esquerda para a direita)

= 0.00 (somando da direita para a esquerda).

m Note que o erro cometido em cada parcela € propagado
para as operacdes posteriores.

m Note também como a solucgao final difere do valor correto !
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P(x) = x3 — 6x2 + 4x — 0.1 pode ser escrito como:
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P(x) = x3 — 6x2 + 4x — 0.1 pode ser escrito como:

PXx)=x-x-x—6-x-x+4-x—01 (1)
P(x) = x(x(x —6) +4) — 0.1 (2)
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P(x) = x3 — 6x2 + 4x — 0.1 pode ser escrito como:

Px)=x-x-x—6-x-x+4-x—01 (1)
P(x) = x(x(x —6) +4) — 0.1 (2)

Em (1), 5 multiplicagbes, 2 subtracdes e 1 adicdo
Em (2), 3 multiplicagbes, 2 subtracbes e 1 adicao
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P(x) = x3 — 6x2 + 4x — 0.1 pode ser escrito como:

Px)=x-x-x—6-x-x+4-x—-0.1 (1)
P(x) = x(x(x —6) +4) — 0.1 (2)

Em (1), 5 multiplicacbes, 2 subtracdes e 1 adicao

Em (2), 3 multiplicacbes, 2 subtracdes e 1 adicao
Mesmo com menos operagdes, de (2) resulta:
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P(x) = x3 — 6x2 + 4x — 0.1 pode ser escrito como:

Px)=x-x-x—6-x-x+4-x—-0.1 (1)
P(x) = x(x(x —6) +4) — 0.1 (2)

Em (1), 5 multiplicagbes, 2 subtragdes e 1 adicao
Em (2), 3 multiplicagbes, 2 subtracdes e 1 adigao
Mesmo com menos operagdes, de (2) resulta:

P(5.24) = 5.24(5.24(5.24 — 6) +4) — 0.1
P(5.24) = 0.005 (sinal errado da aproximagao !)
P(5.24) = —0.00776 (valor exato).
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Outros exemplos de geracao e propagacao de erros
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Outros exemplos de geracao e propagacao de erros

m Caélculos envolvendo somatérios:
n
Sk = Z a,
k=1

onde os termos a, podem ser positivos ou negativos.
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LT()pico 01

Outros exemplos de geracao e propagacao de erros

m Calculos envolvendo somatérios:

n
Sk=>_ a,
k=1

onde os termos a, podem ser positivos ou negativos.
m Determinagdo numérica de integrais:

/1 Xn
Yn= o x+a’

para um valor fixodea(a>1)e,n=0,1,2,3,---
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Outros exemplos de geracao e propagacao de erros

m Calculos envolvendo somatoérios:

n
Sk=>_ a,
pa

onde os termos a, podem ser positivos ou negativos.
m Determinac¢do numérica de integrais:

/1 Xn
Yn= 0 X—|—a’

para um valor fixodea(a>1)e,n=0,1,2,3,---

A perda de digitos significativos requer cuidados para
evitar impacto negativo na computacao em precisao finita.
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m Instabilidade Numérica
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Exemplo (algoritmo instavel): Se 4AC << B?, a formula
quadratica nao é conveniente para a determinacao da
menor raiz da equacgéo Ax? 4 Bx + C = 0.

280/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Exemplo (algoritmo instavel): Se 4AC << B?, a férmula
quadratica nao é conveniente para a determinacao da
menor raiz da equacgéo Ax? 4 Bx + C = 0.

Neste caso, quando B > 0, é desejavel substituir a formula

B+ VBZ—4AC or —2C

X X
1 2A ' B+ VB?_4AC
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Exemplo (algoritmo instavel): Se 4AC << B?, a férmula
quadratica nao é conveniente para a determinacao da
menor raiz da equagdo Ax? + Bx + C = 0.

Neste caso, quando B > 0, é desejavel substituir a formula

_ —B+ VB2 —4AC oor  xj — -2C
T 2A """ B1VB?_4AC
Ou segja, x ——l ouU Xy X —E
J ’ 1 - /‘ )qzs 1 2 - /q
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Vamos resolver a equacdo: x2 — 1634x +2 = 0.
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Vamos resolver a equacdo: x? — 1634x +2 = 0.

Segue que,

. 1634+ V163478
N 2

=817 £ v/667487.
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Vamos resolver a equacdo: x? —1634x +2 = 0.

Segue que,

. 1634+ V163478

5 =817 £ v/667487.

Temos entédo que:
x; = 817 — 816.9987760 = 0.1224000000 x 102
X = 817 + 816.9987760 = 0.1633998776 x 10°

Note que os seis zeros da mantissa de x; resultam do
cancelamento e portanto nao tém significado algum.
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Vamos resolver a equacdo: x2 — 1634x +2 = 0.

Segue que,
= 1634 + /16342 — 8

5 =817 £ v/667487.

Temos entédo que:

x; = 817 — 816.9987760 = 0.1224000000 x 102

Xo = 817 + 816.9987760 = 0.1633998776 x 10°

Note que os seis zeros da mantissa de x;y resultam do
cancelamento e portanto nao tém significado algum.

C
Mas usando, xq x> = 2 temos:

x1 = 0.1223991125 x 1072,
x1 = 0.1224000000 x 102 (antes)
onde os digitos da mantissa estao todos corretos.
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Exemplo (férmula de recorréncia)

Se nao utilizado da maneira adequada, os erros cometidos
em uma relacao de recorréncia podem crescer
exponencialmente e arruinar completamente os
resultados.
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Para calcular as integrais,

1 "
= [ —dx, i=1:N,
Jo x+0

pode-se usar a relagao de recorréncia:
1

f.'l +S‘F.'|—I = L]
n

que segue diretamente do calculo:

i + Ayt 1 1 1
I, +51,,= [ —_ dxr = [ iy ==
1] Jo n

No que segue a férmula acima sera usada para calcular Iy,
sempre com seis casas decimais. Para n = 0, temos:

Iy =[In(x + 5)]} = In 6 — In5 = 0182322,
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Usando ainda a relagéo de recorréncia para /,, obtemos:

I =1-=51=1-0911610 = (LO88390,
I =172 = 51 = 0500000 — 0.441950 = (L.O58050,

I3 = 1/3 =51, = 0.333333 — 0.290250) = (L.043083,
la = 1/4 — 515 = 0250000 — (.215415 = (LO34585,
15 =1/5 =51 = 0200000 — 0.172925 = (L.O27075,
I = 1/6 — 515 = 0.166667 — (0L135375 = (LO31292,

I = 17 = 51 = 0. 142857 — 0156460 = —0.013603.

Mas em vista da relacdo de recorréncia,
1

I,+51,_=~-.
n

temos que tais resultados da tabela sao inesperados, pois:
19) s>, e

29) | < 0, que obviamente é absurdo !
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A razao para o resultado absurdo acima € que o erro de
arredondamento e em [y = 0.18232156..., cuja magnitude
é da ordem de 0.44 x 108, é multiplicado por —5 no
célculo de /1, que tem entao um erro de —5e

Este erro por sua vez produz um erro em /» de 5%, e
assim por diante. Segue que a magnitude do erroem 7 é
57¢ = 0.0391, que é maior do que o verdadeiro valor de I

Se uma maior precisao de maquina for utilizada, o
resultado absurdo certamente vai aparecer em uma etapa
posterior

Por exemplo, usando um computador que funciona com
uma precisao que corresponde a cerca de 16 casas
decimais forneceu um valor negativo para l, embora que

I tenha sido usado com toda preciséo so0 450
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Note que o efeito anterior pode ocorrer de forma similar
para outras maquinas (verifique em seu computador!)

O algoritmo acima que faz uso de uma relagéao de
recorréncia € um exemplo de um fenémeno desagradavel
em calculos computacionais, chamado de instabilidade
numérica

Neste exemplo, pode-se evitar a instabilidade numérica,
invertendo a direcdo da recurs&o. Usando a relagéo de
recorréncia na outra direcao,

Fioy =(1/n— 1,)/5,

observa-se que os erros serdo divididos por um fator de 5
em cada passo. Mas note que ainda precisamos de um
valor inicial para I, !
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Neste caso podemos ver diretamente a partir da definicéao
1

!.'I +5'!.'|—I = L]
n

que I, diminui com o aumento de n. Pode-se supor que I,
diminui lentamente quando n é grande (verifique).

Assim, podemos tentar /1o = /11:
I+ 50 = 1/12, Iy =2 1/72 = 0.013889

0 que mostra, 0 < L2 < 1/72 < l;1. Usando ainda a
relacao de recorréncia obtemos:

T = (1711 — 0.013889)/5 = 0.01540, Ty = (1710 — 0.015404) /5 = 0.016919

Iy = 0018838, I, =0.021232, [y = 0024325, [ =0.028468,
Iy =0.034300, I3 =0.043139, = 0058039, [ =0.085392,

e finalmente /[y = 0.182322 (o valor correto!)
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Exercicio: Derive as relagdes de recorréncia “avancada” e
“recuada” para o calculo das integrais,

Diferentemente do exemplo anterior, explique a razéo pela
qual a recorréncia é estavel na direcao “avancada” e
instavel na direcao “recuada” ?
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Um outro exemplo de formula de recorréncia
Resolver a integral,

]
[, = e / x"eX dx
0

Solugdo: Vamos tentar encontrar uma formula de
recorréncia para /.

Integrando por partes (do calculo), temos:

)
Ih=e"1[x"e ] - / nx"~1eX dx
0
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Exemplo (férmula de recorréncia)
Resolver a integral,

1
ln — 971 / Xnex dX
0

Solugdo: Vamos tentar encontrar uma formula de
recorréncia para /.

Integrando por partes (do calculo), temos:

)
Ih=e"1<[x"e ] - / nx"~1e* dx
0

]
lh=1—n e—1/ x"1eXdx
0
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Exemplo (férmula de recorréncia)
Resolver a integral,

]
L =e ! / x"eX dx
0

Solugéo: Vamos tentar encontrar uma férmula de
recorréncia para /.

Integrando por partes (do célculo), temos:

)
Ih=e1<¢[x"e ] - / nx"~1eX dx
0

]
Ih=1—n e—1/ x"1eX dx

0
/n:1_n/n_1
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A férmula de recorréncia é entdo dada por:
Ih=1-nl,_4,n=1,2,3,---
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A férmula de recorréncia é entdo dada por:

Ih=1-—nl,_1,n=1,2,3,---
E como sabemos calcular by, i.e.,

]
I =e" / e dx=e'(e—1)=0.6321
0
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A férmula de recorréncia é entdo dada por:
lh=1-nl,_1,n=1,2,3,---
E como sabemos calcular Iy, i.e.,

;
IO:e1/ edx=e'(e—1)=0.6321,
0

podemos, teoricamente, calcular /,, usando I, =1 — nl,_1.
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A férmula de recorréncia é entdo dada por:
Ih=1-nl,_1,n=1,23,---
E como sabemos calcular by, i.e.,

;
loze—1/ edx=e'(e—1)=0.6321,
0

podemos, teoricamente, calcular /,, usando I, =1 — nl,_4.

Atencao !!
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A férmula de recorréncia é entdo dada por:
Ih=1-nl,_1,n=1,23,---
E como sabemos calcular Iy, i.e.,

;
lo—e1/ edx=e'(e—1)=0.6321,
0

podemos, teoricamente, calcular /,, usando I, =1 — nl,_1.

Atencao !!
Uma analise releva que a sequéncia /, é decrescente!
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A férmula de recorréncia € entdo dada por:
Ih=1-nl,_{,n=1,2,3,---
E como sabemos calcular fy, i.e.,

]
Ioze—1/ edx=e'(e—1)=0.6321,
0

podemos, teoricamente, calcular /,, usando I, =1 — nl,_1.

Atencao !!
Uma analise releva que a sequéncia /, € decrescente!

Realizando as contas de forma numérica - - -
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n Ih=1-nl_4
0 /y=0.6321
1 /1 =0.3679
2 L =0.2642
3 k1 =0.2074
4 [, =0.1704
5 I5=0.1480
6 Ig=0.1120
7 I =0.2160!

Tabela 1: A sequéncia I, é decrescente
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LT()pico 01

De fato, note que:

)
l,=e! / x"eX dx
0
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

De fato, note que:
1
l,=e ! / x"eX dx

I < e max{ex}/ x" dx

0<x<A1
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

De fato, note que:
1
l,=e 1 / x"eX dx

I < e max{ex}/ x" dx

0<x<A1

1
I < e max{ex}/ x"dx < —
0<x<1 0 n—+1
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LTépicoO1

De fato, note que:

)
l,=e! / x"eX dx

I < e~ 1max{e"}/ x" dx

0<x<A1

Ih < e’ max{ex}/ x" dx <3

0<x<1

17 < ; < 0.1250

, Ou seja,
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

De fato, note que:

]
l,=e ! / x"eX dx

Iy < e max{ex}/ x" dx

0<x<1

1
I, < e max{e* / x"dx < ——, Ou seja,
n 0§x§1{ } 0 n+1 )

I7 < % < 0.1250

Vamos estudar um pouco mais a instabilidade numérica
neste exemplo.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Pergunta: Como encontrar o valor exato para
1
l,=e ! / x"eX dx ?
0
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Pergunta: Como encontrar o valor exato para

;
In:e—1/ x"eX dx ?
0

E possivel ? Tem alguma solucdo alternativa ?
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Pergunta: Como encontrar o valor exato para

;
In:e—1/ x"eX dx ?
0

E possivel ? Tem alguma solugdo alternativa ?

;
Para I, = ' / x"eX dx, a resposta é sim!
0
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

Pergunta: Como encontrar o valor exato para
1
l,=e ! / x"eX dx ?
0

E possivel ? Tem alguma solugdo alternativa ?
1
Para I, = e’ / x"e* dx, a resposta é sim!
0

Importante: uma relagdo de recorréncia ser
numericamente instavel na direcao crescente nao
impede de ser estavel na direcao decrescente de n.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Considere novamente a formula de recorréncia
lh=1-nl,_1,n=1,2,3,---
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Considere novamente a formula de recorréncia
Ih=1-nl,_1,n=1,2,3,---

Resolvendo para /,_4, obtemos:
1—1,

In—1 ,n—1.n—-2n-3,---
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Considere novamente a formula de recorréncia
lh=1-nl,_1,n=1,2,3,---

Resolvendo para /,_4, obtemos:
1— 1

Ih_1 = ,n—1,n—-2n-3,.--

Note que a relag&o acima precisa de um valor inicial /.

315/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Considere novamente a formula de recorréncia
Ih=1-nl,_{,n=1,2,3,---

Resolvendo para /,_4, obtemos:

1—
[ - "n-1,n-2,n-3,--.

Note que a relacido acima precisa de um valor inicial /.

Mas nao é simples encontrar esse valor, pois todo /,, onde
n > 0, é desconhecido.
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

Considere novamente a formula de recorréncia
Ih=1-nl,_1,n=1,2,3,---

Resolvendo para /,_4, obtemos:
1— 1

Ih_1 = ,n—1.n—-2n-3,---

Note que a relacdo acima precisa de um valor inicial /.

Mas néo é simples encontrar esse valor, pois todo /,, onde
n > 0, é desconhecido.

O que fazer ?
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Do calculo sabemos que I, — 0 quando n — oo
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Do célculo sabemos que /I, — 0 quando n — oo

Assim, fazendo g = 0 e calculando hg, hg, h7, - --
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Do célculo sabemos que I, — 0 quando n — oo
Assim, fazendo kg = 0 € calculando hg, hg, l17, - -

Obtém-se /7 = 0.1123835 < 0.125 (estimativa tedrica !)
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Do célculo sabemos que I, — 0 quando n — oo
Assim, fazendo kg = 0 € calculando hg, hg, l17, - - -
Obtém-se /7 = 0.1123835 < 0.125 (estimativa tedrica)

Sendo /7 = 0, obtém-se Iy = 0.6320 (0.6321 exato !)
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Exercicio. Vamos supor que:
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Exercicio. Vamos supor que:
lp seja afetado por um erro.

323/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Exercicio. Vamos supor que:
lp seja afetado por um erro.
Todas as operagoes aritméticas subsequentes sao exatas.
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Exercicio. Vamos supor que:
lp seja afetado por um erro.
Todas as operagdes aritméticas subsequentes sdo exatas.

Denotando - - -

In como o valor exato, e
I o valor calculado (com erro no valor inicial)
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

Exercicio. Vamos supor que:
I seja afetado por um erro.

Todas as operagoes aritméticas subsequentes sao exatas.

Denotando - - -
I, como o valor exato, e
T o valor calculado (com erro no valor inicial)

Atencao! Matematicamente temos:
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LT()pico 01

Exercicio. Vamos supor que:
Iy seja afetado por um erro.
Todas as operagoes aritméticas subsequentes sao exatas.

Denotando - - -

I, como o valor exato, e

T, o valor calculado (com erro no valor inicial)
Atencao! Matematicamente temos:

Ih=1-nl,_4y,n=1,2,3,--- (exato)
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Exercicio. Vamos supor que:
lp seja afetado por um erro.
Todas as operagdes aritméticas subsequentes sdo exatas.

Denotando - - -
I, como o valor exato, e
T o valor calculado (com erro no valor inicial)

Atencao! Matematicamente temos:

Ih=1-nl,_1,n=1,2,3,--- (exato)
Jh=1-nl,_4,n=1,2,3,--- (calculado)
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Exercicio. Vamos supor que:
lp seja afetado por um erro.
Todas as operagoes aritméticas subsequentes sao exatas.

Denotando - - -
I, como o valor exato, e
T o valor calculado (com erro no valor inicial)

Atencao! Matematicamente temos:
Ih=1-nl,_1,n=1,23,--- (exato)
Ilh=1-nl,_q,n=1,2,3,--- (calculado)
To = Iy + € (¢ = erro no valor inicial)
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

Exercicio. Vamos supor que:
I seja afetado por um erro.
Todas as operagoes aritméticas subsequentes sao exatas.

Denotando - - -
I, como o valor exato, e
T o valor calculado (com erro no valor inicial)

Atencao! Matematicamente temos:
Ih=1-nl,_1,n=1,2,3,--- (exato)
Ilh=1-nl,_1,n=1,2,3,--- (calculado)
To = Io + € (e = erro no valor inicial)

Continuando - - -
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Defina o erro r, como:
rn:7n_ln1n: 172737'”
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Defina o erro r, como:

fh - In - ln
rh=-nrp_1,n=123,---
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

Defina o erro r, como:

I =1In—In
fh=-nrp_1,n=1,23, -

Agora aplique repetidamente a férmula acima para obter
uma relacdo de recorréncia para r, em termos do erro e,
que é introduzido no calculo do valor inicial fy.

(i) Com o resultado acima, explique a fonte do acumulo
do erro da relagao de recorréncia na dire¢ao “avancada’.

(if) Ainda com base na analise acima, explique também
a estabilidade da relacao de recorréncia na outra direcao
(“recuada”).
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

m Mal condicionamento
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

Conceitos de Calculo Numérico (revisitando)

O objetivo deste curso € examinar alguns métodos para a
resolucdo numérica de varios tipos de problemas

Queremos implementar algoritmos em um computador
que levara a solugéo (ou uma aproximagao razoavel) do
problema

Qualquer problema pode ser pensado como uma funcao
dos dados de entrada:

X que entra
uma fungao f é executada
f(x) que sai
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

O condicionamento € um conceito que se aplica aos
problemas

Pergunta: Quais sé@o os efeitos que pequenas alteragbes
nos dados de entrada tém sobre a solugao do problema ?

Um problema esta bem condicionado se uma pequena
variagao (na entrada) produz uma pequena alteragdo em
f(x) (na saida)

Um problema é mal condicionado se uma pequena
alteracdo na entrada produz uma grande mudanca na
saida (dizemos que esses problemas sao sensiveis a
pequenas perturbagdes nos dados)
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

Por exemplo, o nimero de condicdo pode estar associado
a sistemas lineares de equacgdes

Além disso, os numeros de condi¢dao podem estar
associados a outros problemas, tais como:

Célculo de raizes de polinémios
Calculo de autovalores e autovetores

Resolucdo de equacgdes diferenciais ordinarias e parciais
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

O que queremos dizer sobre um sistema linear de
equagodes ser mal condicionado ou bem condicionado ?
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

O que queremos dizer sobre um sistema linear de
equagodes ser mal condicionado ou bem condicionado ?

Um sistema de equacgdes é considerado bem
condicionado se uma pequena mudanca na matriz de
coeficientes ou uma pequena mudanga no lado direito
resulta em uma pequena mudanga no vetor solugéo
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

O que queremos dizer sobre um sistema linear de
equacodes ser mal condicionado ou bem condicionado ?

Um sistema de equacdes é considerado bem
condicionado se uma pequena mudanca na matriz de
coeficientes ou uma pequena mudanga no lado direito
resulta em uma pequena mudanca no vetor solugéo

Um sistema de equacdes é considerado mal
condicionado se uma pequena mudanga na matriz de
coeficientes ou uma pequena mudanga no lado direito
resulta em uma grande mudanca no vetor solucao
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LT()pico 01

EXEMPLO 1
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

EXEMPLO 1
Este sistema de equacgdes é bem condicionado ?

2 asme | ] = [ om0
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

EXEMPLO 1
Este sistema de equagdes é bem condicionado ?

2 oo | ] = [ om0

SOLUGCAO
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

EXEMPLO 1
Este sistema de equacgdes é bem condicionado ?

2 asee | ]~ [ 7oe0)

SOLUCAO
A solugéo para o conjunto de equagbes acima é:

=1

344/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

EXEMPLO 1
Este sistema de equagdes é bem condicionado ?

2 oo | ] = [ om0

SOLUCAO
A solucéo para o conjunto de equacgdes acima é:

x| |2
y | |1
Faca uma pequena mudancga no vetor do lado direito das

equacgdes
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LT()pico 01

[; 3.599] [ﬂ - Hggé}
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

[.12 3.599] [ﬂ - [;88”

A solugdo muda para:

51- (]
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LT()pico 01

[; 3.599] [ﬂ - Hggzﬂ

A solugdo muda para:

5]- (]

Fagca uma pequena mudanga na matriz dos coeficientes
das equacobes

1.001 2.001 x| 4
2.001 3.998 y | | 7.999
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

1 2 x| | 4.001
2 3.999 y | | 7.998
A solu¢do muda para:
x | | —3.999
y | 4
Faca uma pequena mudanga na matriz dos coeficientes
das equacodes

1.001 2.001 x| 4
2.001 3.998 y | | 7.999

A solucéo agora muda para:

[ﬂ:[igf;]
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Assim, o sistema de equacgdes original (abaixo) “parece”
ser mal condicionado, porque uma pequena mudanga na
matriz de coeficientes ou do lado direito RESULTOU em
uma grande mudancga no vetor solugéo

2 oo | [] = [ om0
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LT()pico 01

EXEMPLO 2
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LT()pico 01

EXEMPLO 2
Este sistema de equacgdes é bem condicionado ?

2 5] 15 ]-17]
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LT()pico 01

EXEMPLO 2
Este sistema de equagdes é bem condicionado ?

2 5] ]-17]

SOLUGAO
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LT()pico 01

EXEMPLO 2
Este sistema de equacgdes é bem condicionado ?

ERHIERE

A solugéo para o conjunto de equagbes acima é:
x| |2
y | |1
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LT()pico 01

EXEMPLO 2
Este sistema de equagdes é bem condicionado ?

ERHIREE

A solucéo para o conjunto de equacgdes acima é:

x| |2
y | |1
Faca uma pequena mudanca no vetor do lado direito das

equacgdes
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LT()pico 01

v
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LT()pico 01

MR

A solugdo muda para:

51
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

1 2 x ] [ 4.001
2 3 y | | 7.001
A solugdo muda para:
x 1 [ 1.999
y | | 1.001
Fagca uma pequena mudanga na matriz dos coeficientes
das equacobes

1.001 2001 1 [x] [4
2.001 3.001 ||y | |7
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

[1.001 2.001 ] [x] B [4}
2.001 3.001 | | y 7
A solu¢do muda para:
{ X ] ~ [ 1.999 ]
y | 1.001
Faca uma pequena mudanga na matriz dos coeficientes
das equacodes

1.001 2001 ] [x] _[4
2001 3.001 | |y |~ |7

A solucéo agora muda para:

x1 _[2003
y | | 0997
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Assim, o sistema de equacgdes original (abaixo) “parece”
ser bem condicionado, porque uma pequena mudanca
na matriz de coeficientes ou do lado direito NAO

RESULTOU em uma grande mudanc¢a no vetor solugéo
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LT()pico 01

Assim, o sistema de equacgdes original (abaixo) “parece”
ser bem condicionado, porque uma pequena mudanca
na matriz de coeficientes ou do lado direito NAO

RESULTOU em uma grande mudanca no vetor solucéao

1 2)1[x] T[4

2 3 y| |7
Entao, o que dizer se o sistema linear de equagdes for mal
condicionado ou bem condicionado ?
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Assim, o sistema de equacgbes original (abaixo) “parece”
ser bem condicionado, porque uma pequena mudanca
na matriz de coeficientes ou do lado direito NAO

RESULTOU em uma grande mudanca no vetor solugao

1 2 x| |4

2 3 y| |7
Ent&o, o que dizer se o sistema linear de equagdes for mal
condicionado ou bem condicionado ?

Bem, se um sistema linear de equagdes é mal
condicionado, entdao nao podemos confiar tanto na sua
solugéo, quando resolvido por um procedimento numérico
QUALQUER!!
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LT()pico 01

Pergunta: Mas podemos pelo menos quantificar quantos
algarismos significativos se pode confiar na solugao ?
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Pergunta: Mas podemos pelo menos quantificar quantos
algarismos significativos se pode confiar na solugao ?

Resposta: Em principio, sim. Mas, como ?
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

Pergunta: Mas podemos pelo menos quantificar quantos
algarismos significativos se pode confiar na solugao ?

Resposta: Em principio, sim. Mas, como ?

Toda matriz inversivel tem um ndmero de condicao, e
juntamente com a epsilon da maquina, podemos
quantificar quantos algarismos significativos se pode
confiar na solugéo.
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LT()pico 01

Pergunta: Mas podemos pelo menos quantificar quantos
algarismos significativos se pode confiar na solugao ?

Resposta: Em principio, sim. Mas, como ?

Toda matriz inversivel tem um ndamero de condigéo e
juntamente com a epsilon da maquina, podemos
quantificar quantos algarismos significativos se pode
confiar na solucao

Para calcular o numero de condicdo de uma matriz
quadrada inversivel, é preciso saber o0 que é uma norma
para matrizes
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Ou seja, como a norma de uma matriz é definida ?
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LT()pico 01

Ou seja, como a norma de uma matriz é definida ?

Atencgao! Lembrando - - -
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

Ou seja, como a norma de uma matriz é definida ?

Atencéo! Lembrando - - -

Assim como o fator determinante, a norma de uma matriz
€ um namero, um simples escalar
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Ou seja, como a norma de uma matriz é definida ?

Atengéo! Lembrando - - -

Assim como o fator determinante, a norma de uma matriz
€ um numero, um simples escalar

Exceto pela matriz nula, a norma de uma matriz € sempre
positiva e é definida para todas as matrizes quadradas ou
retangulares, e matrizes quadradas inversiveis ou ndo
inversiveis
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Uma norma para matriz tipicamente empregada é a
norma linha:

n
A = max aji
H HOO 1<iem ];‘ ’]’ 3

onde A é uma matriz m x n.
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LT()pico 01

Uma norma para matriz tipicamente empregada é a
norma linha:

n
Alleo = max ajil ¢,
Al = max 3l

onde A é uma matriz m x n.

EXEMPLO 3
Encontre a norma linha da seguinte matriz A.

10 -7 0

A= | -3 2.009 6
5 -1 5
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

SOLUGAO
n 10 -7 0
|Allo = max ¢ > "|ay| p,sendo A= | —3 2.009 6
1<i<m ;
j=1 5 15
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

SOLUGAO
n 10 -7 0
|Allo = max ¢ > " |ay| p,sendo A= | —3 2.009 6
1<i<m "
- A 5 -1 5
Ao =

max{|10|+|—7|+10[, | — 3| +12.009| + |6, |5| + | — 1|+ |5|}
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

SOLUGAO
n 10 -7 0
|All.o = max ¢ > " |ay| p,sendo A= | —3 2.009 6
1<i<m .
S = 5 15
HAHoo:

max{|10|+|—7|+10[,| — 3| +(2.009| + |6|, |5 +| — 1|+ [5[}
||Alloc = max{10+7+0,3+2.009+ 6,5+ 1+ 5}
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LT()pico 01

SOLUCAO
n 10 -7 0
|Alloc = max ¢ " |ay| p, sendo A= | -3 2.009 6
1<i<m )
- At 5 -1 5
Al =

max{|10|+|—7|+10[, | — 3| +12.009| + |6/, |5| + | — 1|+ |5|}
||Al|oe = Mmax{10 +7 + 0,3 +2.009 + 6,5+ 1 + 5}
I|Allsc = max{17,11.009, 11}
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LT()pico 01

SOLUGAO
10 -7 0
||A]|oe = max Z|a,/| ,sendo A= | -3 2.009 6
1<i<m
5 15
Ao =

max{[10|+|—7|+0],| — 3| +|2.009| + (6|, 5|+ | — 1]+ |5}
||Alloc = max{10 +7 + 0,3 +2.009 + 6,5 + 1 + 5}

||Al|oc = max{17,11.009, 11}

[|Alloo =17
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LT()pico 01

SOLUCAO
10 -7 0
||A]|so = max Z|a,,y ,sendo A= | —3 2.009 6
1<i<m
5 -1 5
||Alloo =

max{|10|+ | —7|+10[, | — 3| +12.009| + |6/, |5| + | — 1|+ |5|}
[|Allcc = max{10+7+0,3+2.009 + 6,5+ 1+ 5}

[|A||so = max{17,11.009, 11}

[Alloc =17

Como a norma esta relacionada com o condicionamento
da matriz ?

378/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

SOLUCAO
10 -7 0
||A]|oo = max Z|a,,| ,sendo A= | -3 2.009 6
fism 5 15
Ao =

max{|10|+|—7|+10[,| — 3| +12.009| + |6, |5| + | — 1|+ |5|}
[|Alloc = max{10+7+0,3+2.009+ 6,5+ 1+ 5}

||Al|cc = max{17,11.009,11}

|A]]oe =17

Como a norma esta relacionada com o condicionamento
da matriz ?

Vamos responder esta pergunta usando um exemplo !
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Voltando ao sistema linear de equacdes mal condicionado,

|2 oo | [ ] = [ 70m

onde a solugéo é dada por:

=10
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Voltando ao sistema linear de equagdes mal condicionado,

2 oo | [] = [ om0

onde a solugéo é dada por:

x| |2
y | |1
Denotando o sistema acima por
AX = C, temos:
[1X[Joo = 2
[|Clloc = 7.999
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Faca uma pequena mudancga no vetor do lado direito das

equacgdes
1 2 x| | 4.001
2 3.999 y | | 7.998

onde a solugao agora é dada por:

HEEY
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LT()pico 01

Faca uma pequena mudancga no vetor do lado direito das

equacdes
1 2 x| | 4.001
2 3.999 y | | 7.998

onde a solugao agora é dada por:

x| | —3.999
y | | 4.000
Denotando o sistema acima por
AX = C,
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Faca uma pequena mudancga no vetor do lado direito das

equacoes
1 2 x| | 4.001
2 3.999 y | | 7.998

onde a solugao agora é dada por:

[x} B [—3.999]

y 4.000
Denotando o sistema acima por

AX = C,

a mudanca no vetor do lado direito € dado por

AC=C-C

384/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Faga uma pequena mudanga no vetor do lado direito das

equacoes
1 2 x| | 4.001
2 3.999 y | | 7.998

onde a solugdo agora é dada por:

HEE:S

Denotando o sistema acima por

AX = C,
a mudanca no vetor do lado direito é dado por
AC=C-C

e a mudanga no vetor solugao € dado por
AX=X -X
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Segue que,

4.001 4 0.001
AC= [ 7.998 ] - [ 7.999 ] = [ ~0.001 ]
e

39997 [2 ~5.999
AX—[ 4.000 ]_[1]—[ 3.000 }
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LT()pico 01

Segue que,

4.001 4 0.001
AC= [ 7.998 ] a [ 7.999 ] N [ —0.001 ]
e

~3.999 2 ~5.999
AX:[ 4.000 ]_[1]:[ 3.000 }
entao,
|AC||o = 0.001

|AX||o0 = 5.999
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Segue que,

4.001 4 0.001
AC= [ 7.998 ] B [ 7.999 ] N [ —0.001 ]
e

—3.999 2 —5.999
AX_{ 4.000 ]_[1]_[ 3.000 }
entao,
||AC||~ = 0.001
[|AX||oo = 5.999

Atencéao !
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

A mudanga relativa na norma do vetor solucao é
||AX]|o  5.999
[1X]loo 2

= 2.9995

A mudanga relativa na norma no vetor do lado direito é

IAC||  0.001 Y
- —1.250 x 1
1Cll _ 7.999 50> 10

Notem que uma pequena mudanca relativa de

1.250 x 10~* no vetor do lado direito resulta em uma
grande mudanca (ordem de grandeza) no vetor solugao
de 2.9995
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

De fato, a razao entre a mudanca relativa na norma do
vetor solugdo e a mudanga relativa na norma do vetor do
lado direito é

1AX][oo/[1X]|oc 2.9995
= — 2
AC|/[[Clle ~ 1250 x 104 ~ 2599
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

De fato, a razao entre a mudanca relativa na norma do
vetor solugdo e a mudanca relativa na norma do vetor do
lado direito &

AX|oo/[IX][00 _ 29995

_ s
AC|/[[Clle ~ 1250 x 104 ~ 2599

Repetindo as mesmas contas para o sistema bem
condicionando - - -
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

De fato, a razao entre a mudanca relativa na norma do
vetor solugdo e a mudanca relativa na norma do vetor do
lado direito &

AX oo/ [1XT]oo 2.9995

[AC][w/l[Clle ~ 1250 x 10-% — 23996

Repetindo as mesmas contas para o sistema bem
condicionando - - -

HAX]loo /1 Xlloo 5x10~* ~135
|AC||/||Clloc  1.429 x 10—4 :
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

De fato, a razao entre a mudanca relativa na norma do
vetor solugdo e a mudanga relativa na norma do vetor do
lado direito é

1AX][oo/[1X]|oc 2.9995
= — 2
AC|/[[Clle ~ 1250 x 104 ~ 2599

Repetindo as mesmas contas para o sistema bem
condicionando - - -

IAX /I Xl 5x10°4
IACIw/[Cllx ~ T429x 104~ >

Algumas perguntas - - -
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Existe alguma relacdo geral entre
AX|] Acl o IAXI [18A],
X 1l X 1Al
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Existe alguma relacdo geral entre
IAX]| NACl o IAX] [18A],
X lIcl| X[ (1Al

Se existe, tal relacao pode ajudar a identificar sistemas
lineares de equagdes que sao mal condicionados e bem
condicionados ?
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

Existe alguma relagdo geral entre
aX|| lacl o IAXI [18A],
X[ 1l XTI 1Al

Se existe, tal relacao pode ajudar a identificar sistemas
lineares de equacdes que sdo mal condicionados e bem
condicionados ?

Ou seja, se tal relagéo existe, sera possivel quantificar o
condicionamento de matrizes associadas a sistemas
lineares de equagdes ?
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Existe alguma relagdo geral entre
aX|| lacl o IAXI [18A],
X lIcl IXI (1A

Se existe, tal relacao pode ajudar a identificar sistemas
lineares de equagdes que sao mal condicionados e bem
condicionados ?

Ou seja, se tal relagéo existe, serd possivel quantificar o
condicionamento de matrizes associadas a sistemas
lineares de equacbes ?

Mais do que isso, se tal relacao existe, sera possivel
quantificar quantos digitos significativos podemos confiar
na solu¢cdo numérica de um sistema linear de equagodes ?
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Resposta: Sim, existe relagdes gerais entre
IAX|| IACl  IaXI] [1AA],
X 1l X1 1Al
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Resposta: Sim, existe relagdes gerais entre
AX|| [IAC]  IAXI] [1BA]
IS —] X1 1Al

1AX]] | IAC]]

A relagao entre e , € dada por:
X1 lICl
1AX]| 1, JAC]|
< ||A|| ||A~
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Resposta: Sim, existe relagdes gerais entre

aX|| lIacl 18X [18A],
X\ 1l X1 1Al
- AX]] | [IAC]
A relagéo entre e , & dada por:
X1 Il
|AX]] 1, 1AC]|
< ||A|| ||A™
AX AA
E arelacdo entre ||||X|||| e ||\AHH’ € dada por:

X+ BX] = Al
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

As duas desigualdades revelam que a mudanca relativa na
norma do vetor do lado direito ou na matriz de coeficientes
pode ser amplificada pelo produto por ||A||||A~1]|
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

As duas desigualdades revelam que a mudanca relativa na
norma do vetor do lado direito ou na matriz de coeficientes
pode ser amplificada pelo produto por ||Al| ||A~|

O numero ||A|| ||A~"|| € chamado numero de condigéo da
matriz; i.e., Cond(A) = ||A|| ||A~1|
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

As duas desigualdades revelam que a mudanca relativa na
norma do vetor do lado direito ou na matriz de coeficientes
pode ser amplificada pelo produto por ||Al|||A~|

O numero ||A||||A~"|| é chamado nimero de condicdo da
matriz; i.e., Cond(A) = ||A||||A~"||

O desejavel € que Cond(A) = ||A||||A7"]] =~ 1
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

As duas desigualdades revelam que a mudanca relativa na
norma do vetor do lado direito ou na matriz de coeficientes
pode ser amplificada pelo produto por ||A||||A~1]|

O numero ||A||||A~"|| é chamado nimero de condigdo da
matriz; i.e., ||A||||A~"|| = Cond(A)

O desejavel € que Cond(A) = ||A|[|A71|| = 1

Além disso, o nimero de condigdo da matriz Cond(A), em
conjunto com o valor epsilon de maquina “emaq”, pode ser
usado para quantificar (em teoria) a precisao do numero
de digitos significativos para a solucdo numérica de
AX=C
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Entdo, como podemos utilizar os resultados anteriores
para estimar quantos digitos significativos estao corretos
para a solugao numéricade AX = C ?
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Ent&o, como podemos utilizar os resultados anteriores
para estimar quantos digitos significativos estao corretos
para a solugao numéricade AX = C ?

Lembre que
1AX]| X~ X A
= < Cond(A) x
X~ X A>T
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

Ent&do, como podemos utilizar os resultados anteriores
para estimar quantos digitos significativos estao corretos
para a solugao numéricade AX =C ?

Lembre que
1AX]| X - X, Iac|
= < Cond(A) x
X~ X A Te

Dai, o possivel erro relativo no vetor solugéo € dado por:

“possivel erro relativo no vetor X” < Cond(A) x €maq
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Assim, Cond(A) x emaq deve fornecer o nimero de digitos
significativos, pelo menos m digitos de confianga na

- 1
solucdo, se comparado com 5 X 107
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Assim, Cond(A) x emaq deve fornecer o nimero de digitos
significativos, pelo menos m digitos de confianca na

- 1
solucéo, se comparado com 5 X 10™

Vejamos alguns exemplos para ajudar a fixar as ideias
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Assim, Cond(A) x emaq deve fornecer o nimero de digitos
significativos, pelo menos m digitos de confianca na

- 1
solugéo, se comparado com 5 X 107

Vejamos alguns exemplos para ajudar a fixar as ideias

EXEMPLO

Quantos digitos significativos podemos confiar na solugao
do seguinte sistema de equagbes ?

|2 asm | ] = [ 7
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Assim, Cond(A) x emaq deve fornecer o nimero de digitos
significativos, pelo menos m digitos de confianca na

. 1
solugao, se comparado com 5 x 107
Vejamos alguns exemplos para ajudar a fixar as ideias

EXEMPLO 1

Quantos digitos significativos podemos confiar na solugao
do seguinte sistema de equacbes ?

|2 oo | ] = [ 7

SOLUCAO
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Para este sistema, temos que

A1 2 o a1_[ —3999 2000
| 2 3.999 ~| 2000 —1000
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Para este sistema, temos que

A 1 2 e Al_ —3999 2000
2 3.999 ~ | 2000 —1000

1|Al]se = 5.999 & ||A~"|| 0 = 5999
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Para este sistema, temos que

12 ~1_[ —3999 2000
A‘{z 3.999} e A _[ 2000 —1000]

1Al s = 5.999 € ||A~"[|oo = 5999

Cond(A) = [|Alls [|A~ || ~ 35988
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Para este sistema, temos que

A1 2 o at_ [ —3999 2000
|2 3999 ~| 2000 -1000

1|Al]oc = 5.999 € ||A~|| s = 5999
Cond(A) = [|Al|s [|A || ~ 35988

Supondo uma precisao simples com 24 bits na mantissa, o
“epsilon de Maquina” (emag = 2' 24 = 0.119209 x 10-6)
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Para este sistema, temos que

1 2 1 [ —3999 2000
A‘{z 3.999} e A _[ 2000 —1000]

1|Al|oc = 5.999 € ||A~|| 5 = 5999
Cond(A) = [|Al|s [|A || ~ 35988

Supondo uma precisao simples com 24 bits na mantissa, o
“epsilon de maquina” (emaq = 2'724 = 0.119209 x 10-°)

Cond(A) x emaq = 35988 x 0.119209 x 1076 = 0.429 x 102
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Para este sistema, temos que

A1 2 o a1_[ —3999 2000
| 2 3.999 ~| 2000 —1000

1|Al|oc = 5.999 € ||A~[| s = 5999
Cond(A) = [|Al|s [|A~"||o ~ 35988

Supondo uma precisao simples com 24 bits na mantissa, o
“epsilon de maquina” (emaq = 2'72* = 0.119209 x 10-°)

Cond(A) x emag = 35988 x 0.119209 x 1076 = 0.429 x 10—2

’
Dai, 5 x 10™ < 0.429 x 1072 (dois digitos de confianca)
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

EXEMPLO 2

Quantos digitos significativos podemos confiar na solugao
do seguinte sistema de equacgodes ?

1 2 x| |4
2 3 y| |7
SOLUCAO
Para este sistema, temos que

12 4 [-3 2
A‘[z 3] ¢ A _[2 —1]

418/430



Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Al =5€ ||A7"| =5
Cond(A) = [|Allsc [IA~ ]| = 25

Supondo uma precisao simples com 24 bits na mantissa, o
“epsilon de maquina” (emaq = 2'724 = 0.119209 x 10-°)

Cond(A) x €maqg = 25 X €maqg = 2.980225 x 10~°

Dai, % x 10 < 0.298023 x 10~° (cinco digitos de
confianca !)
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Ainda sobre bem ou mal condicionamento - - -

Suponha agora que o problema consiste simplesmente em
avaliar a fungéo f (de uma variavel real) em um ponto x.

Pergunta: Se x é ligeiramente perturbado, qual é o efeito
sobre f(x) ?

Se a pergunta refere-se ao erro absoluto, pode-se entao
invocar o Teorema do valor médio e escrever:

(&) = o+ h}) - f(X), ou melhor

fx+h) —f(x)=F()h, x<E<x+h
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

Ainda sobre bem ou mal condicionamento - - -

Desta maneira, se f'(x) ndo é muito grande, o efeito da
perturbacdo sobre f(x) € pequeno

Usualmente, entretanto, € o erro relativo que fornece uma
medida com maior significado para tais questoes.

Em pertubar x por uma quantidade h, tem-se que a
quantidade + ¢omo o relativo tamanho da pertubagéo.

Da mesma forma, quando f(x) é pertubado para f(x + h),
o tamanho relativo dessa pertubacao é:

f(x+h)—1f(x) hf(x) [xf’(x)] <h>

f(x) TUfx) | f(x) | \x
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Condicionamento de algoritmos
LT()pico 01

x f'(x)
f(x)

condicao para este problema

Desta maneira, o fator [ ] serve com o nimero de

EXEMPLO: Qual é o numero de condi¢ao para o calculo
da funcéo inversa do seno ?

SOLUGAO:
Seja f(x) = sen~' = arcsenx
x f'(x) X

Segue que, =
gued f(x) 1~ x2sen—1

Para x proximo de 1, sen™! ~ /2.
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Condicionamento de algoritmos

LT()pico 01

x f'(x)
f(x) ]

O numero de condigéo se torna infinito na medida em que
X se aproxima de 1, uma vez que o numero de condicao é
aproximado por:

2x

1 — x2

Assim, pequenos erros relativos em x podem conduzir
para grandes erros relativos em f(x) = sen™', para x ~ 1

Desta maneira, o fator [
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LT()pico 01

m “Desastres numéricos” (ou falha humana ?)

Ver alguns exemplos em

http://www.ime.unicamp.br/~ms211/material-didatico
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LT()pico 01

Sumario
Nenhum método numérico pode compensar um problema
mal condicionado

Mas nem todo método numérico serd bom para um
problema bem condicionado

Um método numérico precisa controlar os diversos erros
computacionais (e.g., aproximagao, o truncamento, o
arredondamento, que se propagam), equilibrando o custo
(tempo) computacional final

Um método numérico deve ser consistente e estavel de
modo a convergir para a resposta correta
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LT()pico 01

O padrao IEEE (IEEE - Institute of Electrical and Electronic
Engineers) “tenta” padronizar a precisédo simples e dupla
em ponto flutuante e a sua aritmética
|IEEE websites:

http://www.ieee.org.br (Brasil)

http://www.ieee.org (Internacional)

Visite também o website:
http://grouper.ieee.org/groups/754/ (Internacional)

Overflow e underflow numéricos, e cancelamento, devem
ser cuidadosamente considerados e evitados ou
contornados

Formas matematicamente equivalentes ndo séao
numericamente equivalentes!
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LT()pico 01

Proposicédo: Seja Atalque /| = AA~'. Se AX = C, entdo
|AX]] 1 ||AA]
All||A™
X+ axy < AHAZ

Prova: Seja AX = C. Se A é modificado para A’, X sera
modificado para X’, tal que:

AX =C
Das duas equacgdes acima, temos que AX = A' X’

Denotando a mudanga nas matrizes Ae X por AAe AX,
respectivamente,

A=A —Ae AX =X - X.
Entdo, AX = (A+ AA)(X + AX)
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LT()pico 01

Expandindo a ultima equacao:
AX = (A+ AA)(X + AX)
AX = AX+ AAX + AAX + AAAX
0 =AAX+ AAX + AAAX
—AAX = AAX + AX)

AX = -ATAAX + AX)
Aplicando o teorema “usual” das normas, onde estabelece
que a norma do produto de duas matrizes € menor do que
o produto das normas das matrizes, segue que:

1AX]] < [| = ATIAA]]IX + AX]|

Multiplicando ambos os lados por [|A|| || X + AX|| 7T, fica:

AX AA ]
o ax <A e ou ainda
1AX] i [1BA]
Vv v <Al AT
raxy < lana-tilesl
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Lembrete: Propriedade de normas de matrizes
m Para uma matriz A, ||A|| > 0
m Para uma matriz A e um escalar k, ||k A|| = k||A||

m Para duas matrizes A e B de mesma ordem,
[[A+ B|| <|[|Al[+ 8]l

m Para duas matrizes A e B, que podem ser multiplicadas
como AB,  [|ABJ| < [[A]|||B|
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